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INTRODUCCIÓN: QUIÉN SOY Y POR QUÉ ESCRIBO ESTO. 


Soy un señor que, en el momento de escribir éste texto, tengo 56 
años, lo que quiere decir que nací en el año 2023 - 56 = 1967. Tras 
unos años de dura lucha, he conseguido tener mi vida profesional 
estabilizada, con lo que ahora ya puedo dedicar mis horas libres, que 
no son muchas, a hacer lo que me dé la real gana. 


Me encanta escribir y enseñar. Digamos que soy un la | 
frustrado. Y soy lo que se llama una persona "de letras”, o sea, que 
para mí las matemáticas fueron un trago insufrible. 


Puedo elegir quedarme en un rincón, llorando mi desgráci 
elegir echarle valor y, superando mi indefensión apren especto a 
las matemáticas, volver a aprenderlas, aprovechan 
tecnologías (Videos de YouTube) y los nuevos li 


Respecto a los primeros, al final de esta revista te dejo un listado de 
8 profesores YouTubers muy interesant una lista totalmente 
subjetiva, es decir, son aquellos profes cu señanzas me han 
servido personalmente. Obviamente h os más. Tu debes 
revisarlos todos hasta que encue tres a os, uno/a que te haga 
fáciles las matemáticas. 


Respecto a los segundos, ti nada que ver con los que yo tuve 

que lidiar en mis años f ¡vos e fueron las décadas de 1970 y 

1980. Aconsejo especialmente los libros de texto del colectivo Marea 
icontrar y descargar gratuitamente en la 


Le anaje y agradecimiento por el enorme esfuerzo que han 
he go desde ya reconocimiento que he tomado capturas de 
pant explicaciones de esos libros de texto. Como esta revista se 


halla a libre y gratuita disposición en mi repositorio de internet, pues 
respeto la licencia Creative Commons que los ampara. 


Y también aconsejo el texto Mexicano “Matemáticas Simplificadas” 
que incluyo en la Bibliografía final. 


Finalmente incluyo algún truco personal que he desarrollado con los 
años, para poder hacer operaciones sencillas, sin el auxilio de la 
calculadora. 


Nos vemos al final de la revista. 


INDICE 


EL PLANETA DE LAS MATEMÁTICAS (Y SU PRIMA DE 
CUENCA): GUIA PARA NO ESCONARSE DANDO LOS 
PRIMEROS PASOS EN UN NUEVO MUNDO. 


¿Son las Matemáticas o soy yo? 


3 

LA ORGANIZACIÓN DE LA INFORMACIÓN 4 
5 

== 


“Al César lo que es del César” parte 1: Lo que es de las |. V 
Matemáticas. 


“Al César lo que es del César” parte 2: Lo que pe 
hacer tú por ti mismo/a 


¿QUÉ SON LAS MATEMÁTICAS? a ANI 
LAS “CUATRO REGLAS” DE LA ARITMÉTICA KA YY 11 
ARITMÉTICA LIMP 21 
ÁLGEBRA a XWY 41 
GEOMETRÍA EUCLIDEANA Y TRIGONOMETRÍA > 47 
GEOMETRÍA ANALÍTICA MWIQIA 54 
EL CÁLCULO DIFERENCIAL Y EL CÁLCULO INTEGRAL 62 
DERIVADAS E INTEGRALES: HERRAMIENTAS INVERSAS 63 
EL CÁLCULO DIFERENCIAL: L CUATROFASOS. 65 
MECÁNICA DE RESOLUCIÓN DELAS DERIVADAS. 70 
INTRODUCCIÓN A LAS INTEGRALES INDEFINIDAS 71 
INTEGRALES DEFINIDAS. 78 
HACIENDO UNA INTEGRAL DEFINIDA, PASO A PASO 78 


¿HAY ALGUN SO HACER LOS EJERCICIOS DE 81 
MATES? El proceso 


CONSEJOS :AMBULAR CON ÉXITO POR EL 85 
PLANETA D EMÁTICAS. 
BIBLIOG CONSULTADA 86 


LISTA PROFESORES YOUTUBERS CONSULTADOS 88 
EN ES ULO 


L TES, LA CLAVE PARA ENTENDER, ESTUDIAR E 89 
INT IZAR. 


LA GRAN PREGUNTA 89 


A Joan Singla Casasayas que, a sus 92 años, sigue trabajando en lo 
que le apasiona. Un maravilloso ejemplo de alguien que desconoce la 
palabra rendición. 


Moltes grácies, Sr. Singla. 


EL PLANETA DE LAS MATEMÁTICAS (Y SU PRIMA DE CUENCA): GUÍA 
PARA NO ESCOÑARSE DANDO LOS PRIMEROS PASOS EN UN NUEVO 
MUNDO. 


“Yo soy yo y mis circunstancias” José Ortega y Gasset (1883-1955) Filósofo 
español. 


“Yo soy, cuando comprendo” Leonor Martorell, Psicóloga y psicoterapéuta. 


J 


Estimado/a Lector/a: ON 
Esta revista que tienes entre manos no es un sesudo 
Matemáticas (Mates, para los amigos). Pretendo da ini guía 
que te oriente, un poco, una vez que hayas aterriza ste 
planeta. Un nuevo mundo lleno de números, letra esentaciones 
gráficas y fórmulas. 

ndo 


Para una parte de la población este es asionante, lleno 
de posibilidades y nuevas experienci a mujer paseándose 
por un colorido y oloroso jardín ¡ n su explosión de colores y 
agradable estimulación de lo senti olfato... Una parte importante 
de ese reducido colectivo se co irán en Matemáticos, tras pasar 
por la Universidad lo que , en España, en Licenciados en 
Ciéncias Exactas, que es el nombre técnico y culto de ese oficio. A 
otros/as, les estimula estudiarlas para poder aplicarlas en campos 
que les atraen co ísica, las diversas Ingenierías (que son la 
aplicación práctica ica), la arquitectura, la economía y otras 
muchas ciencias e las matemáticas son imprescindibles en 
su función descril s fenómenos que nos rodean. 


Pero, añemos, son muchos/as los que abren un libro de 
matem n la misma alegría y entusiasmo que siente una niña, 
al umbada sobre el regazo de su madre, con sus braguitas por 
los tobillos, para que una enfermera le ponga una dolorosa inyección 


intramuscular... Un planazo, que suele terminar con la sufrida niñita 
llorando como una magdalena, por su dolorida nalguita. 


Ironías aparte, voy a intentar hacerte una introducción a un mundo, 
que mucha gente siente como más árido y hostil que los desiertos 
que aparecen en la pelicula DUNE. 


LA ORGANIZACIÓN DE LA INFORMACIÓN. 


“No es lo mismo comprarse un traje negro, que verse negro para comprarse un traje”. 


“No es lo mismo dos bolas chicas!, que dos chicas? en bolas””. 


Estos dos dichos, habituales en España, nos marcan la bd tancia 
que tiene organizar correctamente la información, tanto | os 
dan, como la que proporcionamos a los demás. 


Las matemáticas son un lenguaje en sí mismo, per uidar 
el lenguaje hablado y escrito en todo momento. 

En la vida, en nuestro lenguaje y en las mat a bemos aplicar 
la regla de las tres C: Hay que ser Claro*, Conci oncretof. 
Muchos malentendidos en la vida ntarían con sólo aplicar 


maestro de la Gestalt 
una máxima muy sencilla de 


y lo quiero de ti” 


tres ejemplos: 


Mi 


, lo quiero en los lábios y lo quiero de ti”. 
“Yo quiero que (tú) me des un masaje en la espalda, que 
incluya la nuca, los brazos y las nalgas” 


1 En este caso, chica equivale a “cosa de pequeño tamaño”. 

? En este caso, chica es sinónimo de “muchacha” o “mujer joven”. 

3 En Castellano de España, la expresión “estar en bolas” significa que esa persona esté desnuda, sin ropa 
alguna que cubra su cuerpo. 

4 Inteligible, fácil de comprender. 


. m7 y . 
3 Capacidad de Brevedad y economía de e id el mod o de expresar un concepto con exactitud. 
6 Ser capaz de reducir a lo más esencial yseguro la rÁaterialsobre la que se habla o escribe. 


“Yo quiero que (tú) me prepares un bocadillo de 30 


Evidentemente, como pasa en el último ejemplo, contra más detalles 
demos, más fácil le resulta a la otra persona el poder satisfacer 
nuestro deseo con mayor exactitud. 


El riesgo de no ser claro, conciso y concreto puede ser alg SÍ... 


datos del autor. 


¿Son las Matemáticas o so 


Pues para ser justos, las responsabilidades van al 50%. 


troducción: No te pienso hablar de 
para nada más que evitar las 


ción, omisión o causa de un suceso o de una 
perjudicial, que se atribuye a una persona o a una 


Responsabilidad es una cualidad que tenemos los seres humanos y 
que consiste en “Poner cuidado y atención en lo que hacemos o 
decidimos”. 


Cada persona es responsable de lo que hace o no hace, dice o deja 
de decir. Como dijo un amigo mío argentino: 


“Si tenemos dos ojos, dos oídos, dos hemisferios cerebrales y sólo 
una boca, es porque hay que observar dos veces, oir dos veces, y 
pensar dos veces, antes de decidir si queremos hablar una sola vez”. 


A lo que yo añadiría que, en ciertas ocasiones, tras pensarlo dos 
veces, también es una buena opción no decir nada. 


Dijo una vez un vecino mío, muy inteligente, que una persona tiene 
que “Poder explicar siempre las razones que te llevaron a escoger la 
decisión A sobre la B. Otra cosa muy diferente es que la decisión A 
sea la correcta. Pero aún así, has de poder razonar por qué la 
tomaste y, por ende, acertaste o te equivocaste”. 


Lo mismo sucede con el resultado de la investigación de und ccidente 
aéreo. En no pocas ocasiones, una investigación aérea co que 
el piloto no tuvo la culpa del accidente. Y eso se debe a q 

estudia al piloto y a su entorno ("Yo soy yo y mis circ 
para averiguar cuál era la información de la que dis 
exactamente justo antes del accidente. Eso per rir si, con 
la información de que disponía, tomó la decisión ertada y 
racional. En ese caso, se determina que el accidente 
que el piloto tenía una información o inf ciones que eran 
insuficiente/s o, directamente errónea/s. ir, se le exonera de 
responsabilidad porque, con lo qu e momento, tomó la 


decisión acertada y coherente a | no a lo que las 
circunstáncias exigian para po a itado el accidente. 


“Al César lo que es d 1: Lo que es de las Matemáticas. 


as mates. Os reproduzco trozos de un 
culo” para profesores/as de matemáticas que, a 


intere 
ustra muy bien esta situación: 


minis 
"Frases como «yo no sirvo para las matemáticas» se oyen, 
desgraciadamente, muy a menudo en las aulas (y en la calle). Para 
muchos estudiantes, las matemáticas son una asignatura difícil y 
frustrante. Por tanto, ayudarlos a superar esta sensación para 
mejorar su aprendizaje supone un reto. Pero, ¿qué es lo que hace 
que las matemáticas sean tan desafiantes para algunos? (...). 


7 “4 recomendaciones para que tus alumnos superen el miedo a las matemáticas” Innovamat Blog. 23 
abril 2023. https://blog.innovamat.com/es/recomendaciones-miedo-matematicas/ 


La dificultad de las matemáticas 


Una de las razones por la que las matemáticas resultan difíciles es 
porque requieren un tipo de pensamiento diferente al de muchas 
otras asignaturas; más lógico, sistemático y abstracto. Esto 
supone un desafío para los estudiantes que no se sienten cómodos 
con este tipo de pensamiento, que no han desarrollado aún 
habilidades fuertes de resolución de problemas o que presentan 
dificultades de aprendizaje directamente relacionadas con este tipo 
de pensamiento, como la discalculia. 


Otra razón es la estructura jerárquica de las matemáticas, qu 
requiere un aprendizaje muy secuencial: 


llegan después. Esto puede dar lugar a una sense 


atrás» que, prolongada en el tiempo, se vue 


¡5 alumnos desarrollen falta 
de confianza en sus habilidades mat s, lo que puede 
desencadenar experiencias negativ 


alimentar estas inseguridades. 


esfuerzo y progreso en vez de solo su 
resultado final. Ani “a perseverar y a no rendirse, y recuérdales 


que no deben 


matemk icas y a disfrutar del aprendizaje. (...).”. 


v 


“Al César lo que es del César” parte 2: Lo que puedes hacer tú por ti 
mismo/a. 


Ya hemos visto que las matemáticas presentan dos grandes 
dificultades: que son abstractas y secuenciales. 


La buena noticia es que el pensamiento abstracto se puede cultivar, 
como las lechugas o las margaritas, mientras que la secuencialidad se 
puede favorecer con una buena estratégia de pensamiento?. 


Las matemáticas han de ser forzosamente abstractas, puesto que no 
dejan de ser una herramienta que nos ayuda a describir una parte del 
mundo. El número 2 implica que hay dos unidades de algo, que son 1 
+ 1 unidades, por ejemplo, manzanas, que es el ejemplo típico que 
se usa para explicarnos aritmética, cuando somos mios/as, 


La secuencialidad la podemos definir en seis áreas básica la 
Aritmética y el Algebra, los cimientos que sostienen a t 
cuatro: 


1. Aritmética. 
Algebra. 


Geometría Euclideana y Trigonometrí AN 
Geometría Analítica. 
Cálculo Diferencial. 

Cálculo Integral. 


Las dos primeras, Aritmética n el a,e,i,o,u, o sea, lo más 
básico. Es imprescindible obtene en dominio sobre esas dos 
materias o será imposible alcanzar a dominar a las Matemáticas. Las 
otras cuatro son: La Geo ía Euclideana y Trigonometría, la 

álculo Diferencial y el Cálculo Integral. 


DAA 


Existe una cierta ceremonia de confusión debido al hecho de que, 
atemático, a ciertas áreas se las denomina 


s, siendo uno el de Cálculo Infinitesimal y el otro nombre el 
Matemático. 


Debido a que los libros de texto responden a los requerimientos de 
los planes de estudios que cada país determina para su sistema 
educativo, he escogido un texto más generalista procedente de 
México. Se titula Matemáticas simplificadas. Os dejo la reseña 
completa en el apartado de Bibliografía. 


Voy a desarrollar un poco cada tema y os añado el índice del citado 
libro. 


8 Una estratégia es diseñar un conjunto de acciones destinadas para alcanzar un objetivo específico o 
una meta. 


¿QUÉ SON LAS MATEMÁTICAS? 


Si tiramos de diccionario, el de la RAE específicamente, nos da la 
siguiente definición: 


“Matemática. F. Ciencia deductiva que estudia las propiedades de los 
entes abstractos, como números, figuras geométricas o símbolos, y 
sus relaciones.” 


A ver, como definición, queda muy molona y tampoco po s pedir 
más. Pero vayamos un poco más allá. 

Si intentamos quintaesenciar, es decir, reducir a la ¡ ón más 
sencilla posible, una de las características o raz tencia de 
las matematicas, ésta es la de averiguar un dato? sconocemos, 


al que llamamos incógnita?*%, a base de realizar alguna manipulación a 
enos, otros dos datos que sí 
conocemos. 


Ejemplo: ¿Cuál es el resultado (incógnita) de la suma (operación) de 
6+4 (datos)?. Pues si sumam 
incógnita el número natura 


¿Y por qué los humanos nos metimos en éste berenjenal? 


Pues por cu 
tenido la 
éram 
bayas 


Im e tenemos tres trozos de carne y hemos de informar la 
jefe la tribu, que está en la otra punta del valle. A ver cómo se lo 
decimos si, primero, no desarrollamos un sistema numérico. 


Así que, para esas primeras representaciones, el ser humano echó 
mano de lo que tenía... y lo más fácil eran los dedos de las manos, 
por eso nuestro sistema numérico es decimal, es decir, que lo 
contamos todo, de diez en diez. A eso le llamamos Base 10. 


2 Información sobre algo concreto que permite su conocimiento exacto o sirve para deducir las 
consecuencias derivadas de un hecho. 

I'Cantidad desconocida que es preciso determinar en una ecuación o en un problema para resolverlos. 
Diccionario RAE. 


.z : . . == : 
11 Acción, maniobra o conjunto de acciones des nadas a obtenér un resultado concreto. 
9 


Y ahora es cuando salta mi simpática y graciosa amiga, Maria 
Primitiva, y me suelta el versito picante que reza: 


“Entre los dedos de las manos, 
Los dedos de los piés, 
El genital y mis senos, 


Me suman veintitrés....?. 


19) 19) 19) E9) .... Pero volvamos a ponernos serios. 


Sistemas de numeración ha habido bastantes a lo largo d istoria 
y del planeta. Veamos algunos ejemplos: 


En la América prehispánica tenemos el sistema Maya, 
En el antiguo Egipto tenían uno en Base 10 y en la 
civilización, Babilonia lo tenían en Base 60, por o tres 
ejemplos. 


Respecto a la representación gráfica de los nú os, hacemos servir 
el sistema indoarábigo, tambíen en Ba 10, que tiene la ventaja de 
representar cada número, del 1 al 9 solo símbolo, e incorpora 
el cero como elemento neutro. Y ampliar las cantidades hasta 
el infinito, con sólo ir añadiend S delante o por detrás: 


Si al 5 le añadimos un 7 por de amos a tener 75 elementos y 
si le ponemos tres ceros rás, ahora tenemos el número 75000 
il ¿No? 


(setenta y cinco mil)... 


SS 


Lectura y escritura 


Un número en el sistema decimal se escribe o se lee con base en la siguiente tabla: 


Millares de millón Millones Unidades 


de millón 
Decenas de millares 
de millón 


Unidades de millares 
de millón 


Unidades 


Centenas de billón 
Decenas de billón 
Unidades de billón 
Decenas de millón 
Unidades de millón 
Unidades de millar 
Centenas 
Decenas 


Centenas de millares 
Centenas de millón 


En la tabla, los billones, millares de millón, millones, millares y unidades reciben el nombre de periodos, los que 
a su vez se dividen en clases y cada una de éstas se forma por unidades, decenas y centenas. 


5 


Fuente: Matemáticas Simplificadas. CONAMAT de México. Página 5. 


LAS “CUATRO REGLAS” DE LA ARITMÉTICA: SUMAR, RESTAR, 
MULTIPLICAR Y DIVIDIR. 


Así se han conocido tradicionalmente a las operaciones básicas de la 
aritmética. De hecho durante siglos, la formación más elemental que 
recibían nuestros antepasados se basaba en enseñarles éstas cuatro 
reglas, con más habilidades de lectoescritura (en cristiano, que 
supieran leer y escribir, ni que fuera con un montón de faltas de 
ortografía...). Recordemos que, durante la Edad Media, el 
analfabetismo era la regla, y no la excepción, en Europa. p] 


Cuando se trata de ir añadiendo elementos, inventó la suma. 


reunir las unidades de varios conjuntos en uno único”. 
tabla de sumas, donde el resultado se obtiene medi 
columnas. 


De éste modo, si queremos saber cuanto es la su 
tomamos el 5 de la zona de columnas (la numeración de más a la 
izquierda) y lo cruzamos con el 7 que a ee zona de filas (la 
numeración de arriba del todo) y el r ue nos dá es 12. 


| 
y 


Fuente: es.tableworld.net Tablas Online. 


Vale, todo esto está muy bien y funciona de coña cuando se trata de 
ir añadiendo elementos, ¿Pero qué hacemos si, en lugar de añadir 
elementos, queremos quitarlos? ¿Y cómo narices lo hacemos para 
describir la situación en la que no tenemos ningún elemento?. 


Pues para ello, aparte de la operación de la resta, hubo que inventar 
los números negativos: ...-5,-4,-3,-2,-1. Y para la situación en la que 
no hay ningún elemento se inventó el O (cero). 


Os dejo un recorte de Matemáticas Simplificadas del CONAMAT de 
México. Página 4 donde lo explican y amplían mejor que yo. 


Clasificación 


El hombre ha tenido la necesidad de contar desde su aparición sobre la Tierra hasta nuestros días, para hacerlo 
se auxilió de los números 1, 2, 3, 4, 5,..., a los que llamó números naturales. Números que construyó con base en el 
principio de adición; sin embargo, pronto se dio cuenta de que este principio no aplicaba para aquellas situaciones en 
las que necesitaba descontar. Es entonces que creó los números negativos, así como el elemento neutro (cero), que con 
los números naturales forman el conjunto de los números enteros, los cuales son: 


... =5, 4, 3, -2, —1, 0, 1,2,3,4, 5, ... 


Asimismo, se percató que al tomar sólo una parte de un número surgían los números racionales, que se expresan 
como el cociente de 2 números enteros, con el divisor distinto de cero, ejemplo: 5 — > > > de 

Aquellos números que no es posible expresar como el cociente de 2 números enteros, se conocen como números 
irracionales: 4/3, Y2, 81,7, .... 


Al unir los números anteriores se forman los números reales, los cuales se representan en la recta numérica. 


== 


“b” se llama sustraendo y el resultado 


numero mayor que el minuendo 
7=9=-2 


definir la resta es decir que es la suma del minuendo 
sto del sustraendo 


y+—fb)=z 5+(-2)=3 


La multiplicación es el acto de sumar varias veces la misma 
cantidad. Así pues si multiplicamos 3 x 2, lo que estamos haciendo es 
sumar dos veces el número tres. 


3x2=3+3=6 


Os dejo una tabla que sirve para hallar las multiplicaciones y que 
sigue los mismos principios operativos que la de la suma. 


Xx [o [1 la [3 ls Is [6 [7 ls [9 [10 
o lo lo lo [o lo lo o o lo [o [o 
1 lo l1 (2 [3 la [s [6 [7 ls [9 [10 
2 lo la ls [6 [s [fio [12 [14 [16 [18 [20 
3 lo [3 l6 lo [ia fis (1s [21 [24 [[27 [30 
4 [o [4 [s [2 [16 [20 [24 [28 [32 [36 [40 s 
s lo [s [1o [15 [20 [25 (30 (35 [40 [45 [so 
6 lo l6 [12 [18 [24 [30 (36 [42 [4s [54 [60 
7 lo [7 [14 [21 [28 [35 [42 [49 [56 [63 [70 
's lo [ls [16 [24 [32 [40 [4s [56 [64 [72 [so 
9 lo l9 [1s [27 [36 [45 [s4 [63 [72 [81 [90 Ñ 
o [lo [10 [20 [30 [40 [so (60 70 [so [90 [100 


gomi.blogspot.com/2012/04/los-acnees-y-las-ta 


De su observación podemos dedu 


a) Tabla del 0. Todo núm tiplicado por O es O. 


tiplicado por 1 es ese mismo 


(+)* (+) = (+) +2%*+2=+4 
OO =(+) -2*-2=+4 


Mientras que si multiplicamos signos diferentes, nos dá el signo 
negativo (-), es decir 


HIO=0 +2*-3=-6 
(94 (4) =() -5* +2 = -10 


La división es la cuarta y última regla aritmética y la podemos definir 
como la acción de repartir una entidad, entre cierto número de 
elementos. Así pues, tenemos una entidad, llamada Dividendo (el 
número 24) que repartimos entre cierto número de elementos Divisor 
(el número 4) y cuyo resultado Cociente (el número 6) es, 
precisamente lo que obtenemos si multiplicamos el Cociente por el 
Divisor. 


En cristiano, que es la operación inversa a la multiplicación. A ver si 
esto deja las cosas más claras: 


24=-4=6 porque es la operación inversa, de hacer 6 x A 24. 
Dividendo |Divisor 24 | 4 NA 
6 
Cociente 
Los números reales, a los que hemos eramos pr recta 
númérica, tienen ciertas propiedades. Definimos propiedad según la 
lal de 


RAE, siendo ésta: “Atributo o cualidad Iguien o algo.” 


En los números reales éstos atrib a 
siguientes seis: 
Pe 


Propiedad Interna 
Cuando se suman o multiplican dos números reales el resultado que 
se obtiene es otro número real. 


es esenciales son las 


2+7=9 El núm. Real 2 sumado al núm. Real 7 da el núm. Real 9. 


Propiedad Asociativa 


El modo en que se agrupen elementos a sumar no influye en el 
resultado de una suma. Y lo mismo pasa en el caso de una 
multiplicación. 


a+(b+c)=(a+b)+cC Ej. 5+(24+3)=(5+ 2) +3. 
ax(bxc)=(axb)xc Ej 5x(2x3)=(5x2)x3. 


Como puedes ver, los agrupes como los agrupes, la suma del ejemplo 
da 10, mientras que la multiplicación del otro ejemplo da 30. 


Propiedad Conmutativa 


Tanto la suma como la multiplicación de números reales cumplen con 
la propiedad conmutativa que indica que el orden no varía el 
resultado. 


a+tb=b+a 


axb=bxa 


Elemento neutro 


En la suma el cero se convierte en el elemento neutro pues cualquier 
número que se sume con el O va a dar como resultado el mismo 
número. 

a+0=a 5+0=5 


En cuanto a la multiplicación, el elemento neutro en los números 


reales es el 1, ya que cualquier número real que se multiplique por 1 
da lugar al mismo número. 


ax1l=a 5Bx1=5 


Elemento opuesto 


Caso que al sumar dos números reales se obtenga cero, se dice que 
esos números son opuestos. a-a=0 8-8=0. 


En la multiplicación el elemento opuesto se da al multiplicar un 
número por su inverso, con lo que el resultado siempre es la unidad. 


1 
Ejemplo 5 2 = 1 


Propiedad Distributiva 


El producto de un número real por una suma de números reales es 
igual a la suma de los productos de dicho número por cada uno de los 
sumandos. 


ax(b+c)=axb+axc 


Al proceso inverso de la propiedad distributiva se le conoce como 
sacar el factor común. 


axb+axc=ax(b++<0). 


Resumiendo: El conjunto de los números reales está formado por 


Los naturales son aquellos que el hombre inventó primero. Serían el 


Los enteros serían todos los naturales a los que añadimos los 


negativos por el otro extremo del cero ...-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5... 


Los racionales son aquellos números que pueden representarse como 
el 


O dicho en cristiano, se expresan en forma de quebrado, siempre que 
el número de abajo sea diferente de cero, en cuyo caso, tanto en 
aritmética como en álgebra, se conoce como “indefinido” 


a 
> e 
— Indefinido 


Y, por último, los números irracionales no son aquellos que se hayan 
vuelto locos o tenido un ataque de nervios 7) DO 


Un número es irracional si posee infinitas cifras decimales no 
periódicas, por tanto no se pueden expresar en forma de 
fracción. 


El número irracional más conocido es rr, cuyo valor es 3,141592 ... 
que se define como la relación entre la longitud de la circunferencia y 


su diámetro, y que se expresa mediante la fórmula P=2xnxR, 
con lo que, para un radio igual a una unidad, el diámetro valdrá 2 


unidades y el valor de Ml ascenderá a 6,28 unidades. 


FÍN A 


Longitud de la circunferencia 


diámetro 


diferencia entre 
circulo y 
circunferencia 


Círculo y circunferencia no son lo 
mismo. Una circunferencia es el 
conjunto de puntos que equidistan 
(o sea: que están a la misma 
distancia) de un centro. Un círculo, 
en cambio, es el conjunto de puntos 
cuya distancia al centro es igual o 
menor que el radio. En otras 
palabras: la circunferencia es la 
línea curva que contiene y bordea; 
mientras que el círculo es esa línea 
más todo lo que tiene adentro 


Autor: William Largo Vergara. 


n es el más famoso de los números irracionales. Es el 
cociente entre la longitud de la circunferencia y su 
diámetro. No se puede expresar en forma de fracción. 


Fórmules 
Expressió L 
algebraica qn D 


Es una constante porque se repite, no importa el 
tamaño de la circunferencia que contemplemos.:. 
Tomamos por ejemplo la rueda de una bicicleta. Si 
hacemos una marca en la goma, ubicada en.el centro 
exacto de la banda que toca el suelo, 


y la hacemos rodar una vuelta entera hasta que 
coincida en el mismo punto de contacto con el suelo, 


0 2 


Animación del desenrollado de la circunferencia de un círculo de diámetro 
uno, para ilustrar la proporción de n. 


resulta que la distancia que hemos recorrido es de 3,14 
veces su anchura (=diámetro). 


Da lo mismo que hablemos de la rueda de una bicicleta, la rueda de 
un monopatín o la de un camión Trailer. 


El siguiente número irracional más importante es el número €, cuyo 
valor es 2,718281... que se usa en procesos de estudio del 
crecimiento en Biología, en la desintegración radiactiva, y en la 
fórmula de la catenaria, que es la curva que podemos apreciar en los 
tendidos eléctricos. 


Y el número áureo, D utilizado por artistas de todas las épocas por 
arquitectos, pintores y escultores (el griego Fidias, el italiano 
Leonardo da Vinci, y muchos más) en las proporciones de sus obras. 


145 


db 1,618033988749... 


Autor: Marea Verde. 40 de ESO. Página 17 


¿Cómo se ha llegado a este número? 


Hacemos una representación gráfica mediante un eje de coordenadas 
y tomamos como unidad el número 1 en ambos ejes. Al punto donde 
se encuentran, le llamamos A. 


Desde el punto A tiramos una línea que vaya a parar al punto medio 
del eje horizontal, al que llamamos M. 


Si te fijas bien, verás que la figura acotada por los puntos M, 1 y A es 
un triángulo rectángulo, en el que la línea MA es la hipotenusa, M1 es 
el cateto adyacente y Al es el cateto opuesto. ¿Y qué teorema nos 
relaciona la hipotenusa y sus catetos? 


Pues exactamente el teorema de Pitágoras que reza que “Hipotenusa 
al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados de los catetos” 


h?= a? + b? de lo que deducimos que h = va? + b2 
Y ahora vamos a resolverlo: Tenemos que Al vale 1 y MÍ, al ser el 


punto medio entre el origen O y la unidad 1, vale la mitad, o sea, 1/2. 
Vamos a substituir: 


Autor: Marea Verde. 4% de ESO. Página 17 


Para los que nos perdemos con las operaciones, en la resolución de 
MA, al paso tercero llegamos porque debes recordar que cuando 
sumamos un quebrado con el numero 1 podemos representar ese 1 
como un quebrado nuevo, tomando el denominador del quebrado, en 
este caso 1/4 entre sí mismo. 


En cristiano, ese 1 lo podemos representar como 4/4, y hacemos una 
suma de fracciones de igual denominador, que es muy sencilla, ya 
que sólo tenemos que conservar el denominador y hacer la suma de 
numeradores, en este caso 1 + 4 =5, por lo que obtenemos el 5/4. 


Al paso 4 llegamos descomponiendo el factor común en dos 
partes, es decir, una división de dos raíces individuales que son v5 en 
el numerador y v4 en el denominador. La raíz de 5 no la podemos 
resolver, pero la raíz cuadrada de 4, sí la podemos resolver ya que es 
2. Y por eso nos da el resultado de 


W5 


Finalmente, al sumar OF y MA, siendo como es una suma de 
fracciones de igual denominador, hacemos 


1 Ys 1445 
== 


Como colofón y fin de fiesta, cogemos un compás, ponemos su aguja 
en el punto M, hacemos coincidir su otro extremo, el que tiene la 
punta de lápiz, en el punto A y trazamos una curva hasta que alcance 
al eje horizontal. Y el punto en que se encuentran el punto A y el eje 
horizontal se llama F. 


ARITMÉ Ñ 
La aritmética es la rama de las icas que estudia los números 
y las operaciones básicas que se pueden efectuar entre ellos. Entre 


estas, destacan la suma, Ss a multiplicación y la división. 
Conforme las mat as ron avanzando, con el paso de los 
¡ lió con nuevos componentes como son: 


| os logaritmos, las razones y las 
proporcione ión científica y los sistemas de numeración. 


Es la gran acceso al planeta de las Matemáticas, por eso se 
enseñ s primeros años de educación primária de cualquier 
p in cimientos bien asentados no se puede avanzar en 

na ue sigue después. 


Una de las características que te irás encontrando en el planeta de las 
matemáticas es la intercomunicación entre diferentes operaciones, 
básicamente porque una operación sea la inversa de la otra. Uno de 
los más “escandalosos” en Aritmética se dá entre la potenciación, la 
radicación y los logaritmos. Ahora me explico 


Tenemos esta expresión 


Baset*vonente — Potencia 


BY =P 


La Base es un numero que se multiplica por sí mismo el número de 
veces que indica el Exponente y a su resultado, le llamamo 
Potencia. Un ejemplo típico es el siguiente y lo usaremos 


explicar las tres operaciones que siguen: 
Le quo 
A 


Fácil ¿Verdad?. Bueno pues una operación tan senc capaz de 
generar otras dos: La radicación y los logaritmo 


rsa de la potenciación. 
y nos piden que 


De entrada, la radicación es la ope 
Con ella, nos dan la Potencia 
averigúemos la Base. 


En el ejemplo "S aims 52 — Z 5 la Raíz cuadrada?? de 


25 es 5 y se op: de esta guisa vV25 — 5. 


Cuando hacen Y aíz cuadrada debemos preguntarnos ¿Hay 
nero que, multiplicado por sí mismo, nos dé un resultado 
aproxime mucho al que aparece dentro del símbolo 


Y la cosa no queda aquí, porque aún tenemos una tercera operación 
que son los logaritmos, que nos permiten despejar el exponente, 
cuando lo tenemos como incógnita. El nombrecito, que se las trae, 
viene del griego Aóyoc lógos 'razón' y áapi8puóc arithmós 'número!. 


12 Recuerda que en el símbolo We lee Raiz cuadrada, aunque no le pongamos un dos, cosa que sí nos 
toca hacer en cualquier otro tipo de Raíz, como por ejemplo la raíz cúbica, que como está elevada a 3, la 


y 
escribimos como 2 TP A 


¿Cómo se definen los logaritmos? 


El logaritmo de un número, en una base dada, es el exponente al cual 
se debe elevar la base para obtener el número. 


Al igual que la radicación tiene el símbolo especial VA en el mundo 


de los logaritmos su símbolo característico es Log, abreviatura de 
Logartimo seguido de un subíndice (el número pequeñito que 
aparece junto a Log) y otro número que indica la potencia. 


En nuestro ejemplo habitual esto sería asi: 


logs 25 = 2 NS 
Esto se lee "Logaritmo en base 5 de 25 es igual SN 


Como soy consciente que te pue dido, te dejo un cuadro 
resúmen: 
ES Potencia 
=P 


Base 
AN 


Operació ¿Qué tengo? (datos) ¿Qué busco? 
SS (Incógnita) 


POTE MN La BASE (B)y el La POTENCIA (P). 
AA EXPONENTE (E) 


A ÓN La POTENCIA (P) y el La BASE (B) 
EXPONENTE (E) 
LOGARITMO La BASE (B) y la El EXPONENTE (E) 


POTENCIA (P) 


Y lo dejo aquí, puesto que sólo es una primera aproximación. 


ARITMÉTICA DEL DIA A DIA. LA REGLA DE TRES. 


La Regla de Tres es una utilísima aplicación de la Aritmética, que nos 
permite averiguar un dato, a partir de otros tres. 


“(...) Desde entonces los problemas de regla de tres, no han dejado 
de estar presentes en los libros de aritmética, con un fundamento 
matemático que se relaciona con los conceptos de la teoría de las 
razones y proporciones de Euclídes. Así, por ejemplo aparece en el 
libro de Pérez de Moya (1562): “Dícese regla de tres porque en ella 


aya en tal proporción con el tercero como el segundo 
Lo cual muestra Euclides en la decimosexta del sex 
dadas 3 quantidades continuas proporcionales, para 
multiplicarás la segunda por la tercera y partirás 
zan 


O 
1 2 SS 
ES 


O DE DATOS. 


adrado de datos a la distribución que toca hacer de los 


agrupar el cuadrado ordenando los datos por sus dos grupos, dejando 
siempre la X abajo y a la izquierda, tal que así. 


GRUPO DE DATOS 1 GRUPO DE DATOS 2 
a b 


X C 


ISBernardo Gómez. Departament de Didáctica de la Matemática. Universitat de Valéncia. Los Ritos en la 
Enseñanza de la Regla de Tres 


Paso 2:Operación si la relación entre los datos es directamente 
proporcional = Regla de 3 directa. 


Aplicamos lo dicho por Euclides y que yo llamo "La Regla de la L”: 


En el punto donde se une los dos palitos de la L, lo hacemos coincidir 
con la X, para así unir los dos datos contiguos a la X y multiplicarlos 
entre ellos. Acto seguido, los dividiremos entre el dato más alejado 
de la X. Tal que así: 


GRUPO DE DATOS 1 GRUPO DE DATOS 2 p] 
a b ON 
_ axc 
¿Mi a hi 
X € N 


NO 
QQ 


Veámoslo mejor con un Ejemp SS 
Si 10 fotocopias nos cuestan 1€, ánto nos costarán 150 


fotocopias? 

GRUPO DE DATOS 1 G O DE DATOS 2 

Fotocopias Importe en € 
S 10 


150 


> se ios 
TI 


Como podéis ver, los grupos de datos son dos: Las fotocopias y el 
importe en €, así que hemos hecho dos columnas, una para cada 
grupo de datos. Y lo mismo, en cualquier regla de tres. 


Paso 3: Operación si la relación entre los datos es 
inversamente proporcional = Regla de 3 inversa. 


La peculiaridad de esta regla de tres inversa es que hay dos formas 
diferentes de resolverla: 


Hacemos los pasos 1 y 2, como de costumbre 
Vía 3.1 Resolución ortodoxa, que implica hacer cambios: 


Como la proporción es inversamente proporcional, hay que 
INVERTIR el orden de los datos en la columna de la es decir, 
subimos la X de abajo a arriba, y bajamos la a, de arriba o o 


importante no olvidar que, como hemos movido la X de 
hay que actualizar las posiciones en la regla de la L, t 


a b x bb 
De: A: | 
—___—— a 
Es decir, elaboramos el c SS datos como siempre, pero 


hacemos el cambi posiciones entre la X y a: 
X 
axb 
A 
C 
A NY 0 
Ejemplo: Tres amigas van de vacaciones a Almería y alquilan un 


apartamento en la playa. El alquiler les cuesta 420€ a cada una. 
¿Cuánto tendrían que poner si se les añaden dos amigas más? 


€ amigas € amigas 

420 3 AH A 

X 5 420 5 
x= =252€ 


Vía 3.2: Vía rápida, sin cambios: “No invertir los datos, Tapar 
la X con el dedo, poner una línea gigante que separe los datos 
de arriba de los de abajo y operar como si fuera un quebrado 
gigante”: 


Primera maniobra: Tapar la X con el dedo. Aquí lo simbolizaremos 
poniendo este punto A] 


Segunda maniobra: Poner una línea gigante que separe | s de 
arriba de los de abajo. e 


Tercera maniobra: Operar como si fuera un quebra 
decir, multiplicamos entre sí los datos de arriba y dividi entre el 
dato de abajo. La cosa quedaría así: 


ES 


O Cc AS 

Aplicando esto al os amigas, tenemos que: 
€ 
420 3 ke 4) 


1= 09 = 252€ 


O 5 ) 
Xx 
Co is ver, el resultado es el mismo y nos ahorramos el peligro 


de olvidarnos de cambiar la X de sitio, un error que nos dará un 
resultado equivocado. 


USA TU CEREBRO A LA ANTIGUA USANZA: Cómo calcular 
porcentajes rápidamente sin usar calculadora. 


Imagina que te dán un folio A4, un bolígrafo y te piden que, con sólo 
esas herramientas, obtengas el 12% de 1500. Y encima, te dán 
apenas un minuto de tiempo para que respondas... 


Antes que te dé un patatús te voy a enseñar la herramienta mental 
que hago servir yo, para hacer estos cálculos rápidamente. 


Paso uno: Asumiendo que la cifra dada es el 100% de esa E (el 
100% de 1500 es el própio 1500), obtengo primero el 10%,.que es 


150, puesto que sólo tengo que quitarle un cero por la de A 
e 


Paso dos: Obtengo el 1% quitándole al 10% otro cero.por a 


150 y me queda 15. También puedo coger el 1500 orig itarle 
dos ceros de golpe, con lo que llego al mismo result cir 15 
Paso tres: Voy sumando esos resultados hasta ob el porcentaje 
que me han pedido 
¿Qué me han pedido? El 12% de 15 

10% de 1500 0 

1% de 1500 

1% de 1500 

TOTAL > 

Y ahora es cuando m 
Genio de la lámpa 


uerida amiga Maria Primitiva me dice: “A ver, 
villosa, ese ejemplo es muy sencillo porque 
ceros... Pero si te pido el 35% de 2355 


Como me piden el 35% de 2355 será cuestión de multiplicar el 10% 
por 3, el 1% por 5 y sumar ambas cifras: 


235,5 x 3 (para obtener el 30%) + 23,55 x 5 (para obtener el 5%) y 
el resultado es 706,50 + 117,75 = 824,25. 


Uso de los paréntesis 


Los paréntesis son usados en todas las ramas de la matemática, 
aprender a usarlos correctamente es indispensable para 
comprenderla. 


Cuando realizamos operaciones entre números, los paréntesis 
determinan el orden y la prioridad de unas sobre otras. Por 
ejemplo, en la expresión, primero se deben realizar las 
operaciones de dentro de los paréntesis, y Luego debemos efectuar 
la resta. Por lo tanto, encontramos que el resultado de toda la 
expresión es cuatro: 


(94+2)—(1+6) 

=11-7 

=4 
No obtendremos el mismo resultado si hacemos las operaciones en 
otro orden, realicemos por ejemplo. Fíjate que los números y los 
signos de suma y resta están en el mismo orden que en el párrafo de 
arriba, lo único que está cambiando es la disposición de los 
paréntesis. 
Notarás que hay unos paréntesis contenidos en otros, en este caso el 


paréntesis está dentro de uno más grande: debemos realizar 
primero los paréntesis más pequeños, es decir: 


(9+(2-1))+6 
=(94+1)+6 
=10+6 
=L6 


Los paréntesis agrupan ciertos números para indicar cuáles son las 
operaciones que debes realizar primero, por esta razón son 
llamados signos de agrupación. 


Anteriormente se usaban otros signos de agrupación tales como los 
corchetes o los paréntesis cuadrados, pero hoy en día solo se 
utilizan para agrupar operaciones los redondos: . Por esta razón 
verás que en libros de matemáticas antiguos aparecen expresiones 
como: que es igual a tener esto: 


Ten en cuenta que, en su función de agrupar, los paréntesis 


necesitan aparecer en parejas: uno abriendo y otro 
cerrando. No tienen sentido expresiones como 0. 


((8-4)-1143 X 
((8+4)-11)+3 


Para verificar que tengan sentido, puedes contar cuántos 
paréntesis abren y cuántos cierran, debe haber siempre el 
mismo número. 


¿Y cuándo no hay parentesis? 


Es posible que encuentres expresiones del tipo 12 —4+5+9-—1o0 

10 — 5 + 14 + 2, en las que aparecen sumas y restas consecutivamente. Existen 
varias formas de resolver este tipo de operaciones, te enseñaremos dos para que 
escojas cuál va más con tu estilo: 


Primera forma 


Empezamos de izquierda a derecha resolviendo las operaciones que vayamos 
encontrando, en el caso de 12 — 4 + 5 + 9 — 1 procedemos así: 


Paso 1: 


Realizamos 12 — 4 = 8, la expresión queda convertidaen8 + 5+9— 1. 


Paso 2: 


Seguimos con 8 + 5 = 13, llegandoa13+9-— 1. 


y 


Paso 3: 


Continuamos con 13 + 9 = 22, obteniendo 22 — 1. 


Paso 4: 


finalmente resolvemos 22 — 1 = 21. Porlotanto12—4+5+9-—1=21. Enla 
siguiente imagen puedes observar el procedimiento completo: 


12-44+5+9—1 
=8+9+9-1 
=134+9-1 
=22-1 
=21 


hs 


Segunda forma 


También podemos agrupar los términos que suman aparte de los que restan. Recuerda 
que los números negativos representan deudas y los positivos tenencias. Así, en la 
expresión 12 — 4 +5 +9 -— 1, los números 12, 5 y 9 agregan, mientras que los 
números —4 y — 1 sustraen. Por lo tanto, podemos proceder así: 


Paso 1: 


Agrupamos positivos con positivos y negativos con negativos: (12 + 5 + 9) y (4 + 1), 
obteniendo (12 +5 +9) — (4 +1). 


Paso 2: 


Sumamos los números agrupados en cada paréntesis: 12 + 5+9 = 26y4+1 = 5. 
Así se llega la expresión 26 — 5. 


Paso 3: 


Luego calculamos la diferencia entre los resultados, le restamos las deudas a las 
tenencias: 26 — 5 = 21. Observa el procedimiento completo: 


12-4+5+9-—1 
=(124+9+5)-(4+1) 
=26—05 
JA 


Como te puedes dar cuenta, los resultados de las operaciones fueron 
los mismos. 


Aplicación de sumas y restas 
combinadas 


En muchas ocasiones no te bastará simplemente con solo sumar o solo restar. Es 
necesario aprender cómo combinar la suma y la resta para resolver determinados 
problemas. Analicemos el siguiente: 


Un autobús se desplaza por la ciudad, en su primera parada recoge 1] pasajeros, en la 
segunda se suben 2 y se bajan 7, en la tercera se suben 8 y se bajan 6. Al llegar a la 
cuarta parada, ¿cuántos pasajeros lleva el bus? 


Para resolver este tipo de problemas se asocian algunas acciones con la suma y otras 
con la resta. Por ejemplo, podemos asociar que cuando el bus recoge pasajeros se 
realiza la operación sumar, y cuando de se bajan pasajeros del bus lo podemos asociar 
con la operación restar. Así, cuando traducimos el problema al lenguaje matemático 
obtenemos: 11 + 2—7+8-— 6. 


También podemos contar primero el número de personas que se suben: (11 + 2 + 8) 
y después restarle el número de personas que se bajan: (7 + 6). Obtenemos en ese 
caso la expresión: (11 + 2 + 8) — (7 + 6). 


114+2-7+8—6=8 
Ó 
(1142+8)-(7+6)=8 


Nota que estas dos expresiones corresponden a los dos métodos explicados en la página 
uso de los paréntesis. Resolviendo cualquiera de estas obtenemos que al llegar a la 
cuarta parada en el autobús hay 8 personas. 


Simplificación de expresiones con 
ley de signos 


Estudiaremos ahora la forma correcta de resolver expresiones del tipo 
3—(-—4-5)+(-—1-— (— 10)) Observa una forma de hacerlo: 


Paso 1: 


Debemos resolver primero los paréntesis más pequeños. La resta [ — 4 — 5) da como 
resultado — 9 y según la ley de signos [ — ( — 10) = +10). 


3—(-4-5)+(-1-(-10)) 
=3-(—9)+(—14+10) 


Paso 2: 


Siguiendo con la simplificación de los paréntesis que quedan: —[ — 9] = +9 y 
—1 +10 =9. Así, llegamos a la expresión 3 +9 +9. 


3—(—9)+(—1+10) 
=34+94+9 


Paso 3: 


Una vez que se han simplificado todos los signos consecutivos, es fácil continuar. 
Realizamos la suma 3 + 9 + 9 = 21. Observa el procedimiento completo: 


3—(-4-5)+(-1-(-10)) 
=3-(—9)+(-14+10) 
=3+9+9 
=21 


Observa que solo usamos la ley de signos cuando encontramos los 
simbolos + y — consecutivos. Esta ley nunca se debe usar para 
resolver las sumas o las retas. Estaría mal usarla para resolver —3 + 4. 


Otro ejemplo 
Simplifiquemos la expresión —[ — 4— (5+ (—2— 1) — 3)): 


En esta ocasión tenemos varios paréntesis anidados, es decir, que están uno dentro del 
otro. Los resolvemos paso a paso desde los más pequeños hasta los más grandes. 


o 


Paso 1: 


Comenzamos resolviendo los paréntesis más pequeños. Operamos —2 — 1, que da 
como resultado —3. 


Paso 2: 


Ahora el paréntesis más pequeño es [ — 3), pero este está precedido por un signo +. 
Debemos entonces usar la la ley de signos: “más por menos, menos”, obtenemos así: 


+(-3)= -3: 


Paso 3: 


A medida que avancemos, debemos realizar las operaciones que vayan apareciendo, en 
este caso: 5-3-3= —1. 


Paso 4: 
De nuevo, usando la ley de signos, —[ — 1] = + 1, así resolvemos un paréntesis más: 


pt 1 
=-—(—4+1) 


Paso 5: 


Recuerda realizar las sumas y las restas sin signos consecutivos a medida que van 
apareciendo: -4+1= —3: 


—(—441) 


Paso 6: 


Finalmente, aplicamos la ley de los signos a —[ — 3): “menos por menos, más”. 
Llegamos así a la respuesta final: 3. En la siguiente imagen puedes ver el proceso 


completo: 
EEN 
=-(-4-(5+(-3)-3)) 
A 
=-(-4-(-1) 
=-—(-4+1) 
=(=3) 


Como te puedes dar cuenta, aplicamos la ley de signos al encontrar signos + y — 


consecutivos y operamos los números enteros según aparezcan sumando o restando 


como ya sabemos. 


% Esposible que al trabajar con números grandes no sepas que hacer. 
Puedes recordarlo así: 


No y 


» Silas dos cifras tienen el mismo signo, las cantidades se suman y el 


resultado queda con el signo que tienen las cifras: 363 — 127 = — 490 


0897 + 428 = 1287. 


» Silas dos cifras tienen signos diferentes las cantidades se restan y el 
resultado queda con el signo de la mayor: —8949 + 4325 = —4624 0 
9636 — 8736 = 900. 


A 


4 Capíruio 1 Números reales 
<“ Clasificación, 4. Propiedades, 4. Leclura y escritura, 5. Orden, 8. Valor absoluto de un número, 11. Valor 


» 


absoluto y relativo del sistema posicional decimal, 12. 


Caríruio 2 Números enteros 


Suma, 16, Resta, 18, Suma y resta con signos de agrupación, 21. Multiplicación, 23. Multiplicación con 
signos de agrupación, 26. División, 29. Algoritmo de la división, 29. 


Cartulo Y Teoría de números 


Divisibilidad, 34. Criterios de divisibilidad, 34. Números primos, 36. Descomposición de un número en sus 
factores primos, 37. Máximo común divisor [MCD], 38. Mínimo común múltiplo Imcm), 40. 


Capítulo 4 Números racionales 


Fracción común, 46. Clasificación, 47. Conversiones, 48. Fracciones equivalentes, 49. Propiedades, 50. 
Ubicación en la recta numérica, 51. Suma y resta con igual denominador, 52. Suma y resta con diferente 
denominador, 53. Multiplicación, 56. División, 59, Operaciones con signos de agrupación, 61. Fracciones 
complejas, 04, 


Carírulo 5 Números decimales 


Definición, 68. lectura y escritura, Ó8. Suma y resta, 71. Multiplicación, 74. División, 77. Conversiones, 
81. 


Capítulo 6 Potenciación y radicación 


Potenciación, 86. Teoremas, 87. Radicación, 91. Teoremas, 92. Simplificación, 94. Suma y resta, 95. 
Multiplicación, 97. División, 99. Racionalización, 101. Raíz cuadrada, 104, Raíz cúbica, 107. Jerarquía 
de operaciones, 108. 


Caríuo 7 Notación científica y logaritmos 


Nolación científica, 114. Suma y resta, 117. Multiplicación y división, 118. Potencias y raíces, 120. 
logaritmo de un número, 122. Antilogarimo, 124. Propiedades de los logaritmos, 125. Combios de 
base, 128. 


Capítulo 8 Razones y proporciones 


Cantidades proporcionales, 132. Proporción, 132. Media proporcional (media geométrica), 134. Cuarta 
proporcional, 135. Tercera proporcional, 136. Regla de tres simple, 136. Regla de tres compuesta, 140. 
Tanto por ciento, 14]. Interés simple, 147. Fórmulas para determinar el interés simple, 147. Fórmulas para 
el cálculo del capital el tiempo y la tasa, 149. 


CaríruLo 9 Sistemas de numeración 


Definición, 152. Conversiones, 154. Conversión de un número en base “B* a base PON gy > Niyop 154, 
Conversión de un número en base J0 a otra base Nip, + Ny» 157. Conversión de un número binario 
a octal Nj, + Ni 160. Conversión de un número octal a binario Njy + Niz» 160. Conversión de un 
número binario a hexadecimal Ny, > Nyy¿, 161. Conversión de un número hexadecimal a binario N, , 
> Ni, 152. Suma con números en base disfinia de 10, 164, Resla con números en base distinta de 10, 
169. Multiplicación con números en base distinta de 10, 173. División con números en base distinta de 10, 
176. Sistemas antiguos de numeración, 178, Sistema de numeración maya, 178. Sistema de numeración 
babilónico, 182. Sistema de numeración romano, 185. Sistema de numeración egipcio, 187 


Cariruo 10 Sistema métrico decimal y números denominados 

Sistema métrico decimal, 194. Unidades de longitud, 194. Equivalencias de longitud en el sistema métrico 
decimal, 194. Unidades de superficie, 195. Equivalencias de superficie en el sistema métrico decimal, 
195. Unidades de volumen, 196. Equivalencias de volumen en el sistema métrico decimal, 196. Unidades 
de masa, 197. Equivalencias de masa en el sistema métrico decimal, 197. Números denominados, 198. 
Equivalencias de medidas de tiempo, 198. Equivalencias de medidas angulares, 198. Suma, 200. Resta, 
201. Multiplicación, 202. División, 203 


Caríruo 11 Razonamiento aritmético 


Problemas con números enteros, 206. Problemas con fracciones, 209. Problemas de agrupación, 212. 
Suma de los divisores de un número, 215. Problemas de repartimientos proporcionales, 217. 


S 
O) | 
tra r con valores desconocidos, ecuaciones 


El álgebra se ocupa de ja 
Es la segunda area básica de las 


ta titulada “NOCIONES DE CÁLCULO DIFERENCIAL E 
ARA PULPOS EN UN DESIERTO” que hallareis en mi 
repositorio de internet 

https://archive.org/details/Qramon ferrer ¡ mari 


“(...) Incluye algunos símbolos que son comunes en álgebra, pero no 
en matemáticas básicas. La forma en que se escriben estas 
expresiones se llama notación algebraica. 


Esta notación incluye cinco componentes principales: 


a) variables o incógnitas, 
b) coeficientes, 

Cc) operadores, 

d) exponentes y 

e) paréntesis. 


Coeficiente +. -* Exponente 


Xx 0x x 25C3/X)>, 


y a ) Paréntesis 
Variable + Operadores 


Veamos qué es cada cosa: S 


Variables o incógnitas: 


incógnita es que la 
presión algebraica y 

e a una ecuación. Por lo 

valor numérico y la variable 


la incógnita es aquella que 

tanto, la incógnita tendrá un re 

no siempre tendrá un valor érico. 

Una variable o incógnita es una letra que se usa para representar un 


número. Por ejem la siguiente expresión 


X+2=5 
la ON a un número desconocido que al sumarle 2, 
Pp 


La diferencia entre una variabl 
variable es aquella que pertene 


nos dará 


una pregunta sería: ¿a qué número puedes 
ra que dé 5? 


Expres 


Escribimos X porque, inicialmente, no sabemos cuál será ese número, 
pero lo podemos averiguar. Como sabemos que 2+3=5, nuestra 
variable debe ser 3 o, en otras palabras, X=3. Técnicamente lo 
resolveríamos así: 


En X+2=5, pasamos el 2 al otro lado y nos queda X=5-2, con lo que 
obtenemos como resultado que X=3. 


RECUERDA: Cada vez que 


inverso. En cristiano: Si estaba 


sumando, lo pasaremos Y 


restando, y si estaba 
multiplicando, lo pasaremos 


dividiendo, o viceversa. 


Coeficientes: Que son un factor mos decir, el número 
a 


constante que se encuentra a la izquierd a variable o incógnita 
+ 


y la multiplica. Por ejemplo, 3X = donde 3 
es coeficiente de la variable X. 
Operadores: Son los símbo WO indican la operación que 


debemos realizar. En est s, haremos servir los siguientes 
signos: 


> Signo de S 


Exponentes: Que indica cuantas veces debemos multiplicar un 
número por sí mismo. Por ejemplo 2? está compuesto por el número 
2, y el exponente 3 lo que significa que multiplicamos 2 por sí mismo, 
tres veces, o sea: 2 * 2 * 2 = 8. Si no aparece ningún exponente se 
sobreentiende que su valor es 1. 


Y podemos añadir que cualquier número (excepto el infinito y el 0) 
elevado a 0 es 1. Por ejemplo: 


120 =1 (-4)0 = 1 4,560 = 1 


Paréntesis: Que se usan para agrupar partes de una expresión 
algebraica. En un problema debes resolver primero las expresiones 
que están dentro de ellos y acto seguido el resto. Ello significa que 
hay unas reglas que debes recordar y respetar escrupulosamente. El 
orden de prioridad en la resolución es el siguiente y lo puedes 
recordar, acordánte de la palabra PEMDAS (Pere Explica 
Matemáticas a Diana, Amiga de Sandra): 


1. Paréntesis. (....) 


2. Exponentes. 3? 1 


3. Multiplicaciones y Divisiones. */ ON 
4. Adiciones (=Sumas) y Sustracciones (=restas). Ñ NO 
Veamos este ejemplo: 


50/5*2 + (6+3* AN 10 


10 Paréntesis (6+3*2): Dentro 


Multiplicación 3*2 y lueg 


nos queda: 
S +12 + 64/42 -10 


20 Exponent * 4= 16 y ahora nos queda: 
50/5*2 + 12 + 64/16- 10 


esis, primero la 
3*2 =6+6= 12 y tras ello 


32 Dlicaci. Divisiones: 5*2=10, luego 50/10 = 5 por un lado, 
y 64/16=4, por el otro y nos queda: 


50/10+12+4-10 
5+12+4-10 
4 Sumas y Restas: 
5+12+4-10= 11 la)" 


A 


«4 Captruo Y Conjuntos y lógica 

? Simbología, 224. Conjuntos, 225. Conjuntos de números, 226. Tipos de números, 226. Escritura y repre: 

sentación de conjuntos, 227. Cardinalidad, 228. Conjuntos equivalentes, 229. Conjuntos iguales, 230. 
Conjuntos disjuntos, 230. Subconjuntos, 231. Conjunto potencia, 231. Conjunto universo, 232. Diagramas 
de Venn, 232. Unión de conjuntos, 234. intersección de conjuntos, 235. Conjunto complemento, 237. Dile» 
rencia de conjuntos, 239. Operaciones de conjuntos con diagramas de Venn, 241. Álgebra de conjuntos, 
248. lógica, 249. Tipos de proposiciones, 250. Proposiciones compuestas, 250. leyes de De Morgan, 
253. Proposiciones condicionales, 253. Relación de proposiciones abiertas con conjuntos, 254. Cálculo 
proposicional, 258. Construcción de los tablas de verdad, 260. Producto cartesiano de conjuntos, 263 


Capiro 2 Conceptos básicos de álgebra 

Álgebra, 266. Expresiones algebraicas, 266. Reducción de términos semejantes, 266. Valor numérico, 
268. lenguaje algebraico, 270. Polinomios, 272. Suma, 272. Resta, 274. Signos de agrupación, 276. 
Reglos poro suprimir los signos de agrupación, 276. Multiplicación, 278. División, 283. ley de los expo 
nentes pora la división, 284 


Carfruo 3 Productos notables 

Definición, 294. Cuadrado de un binomio, 294. Cuadrado de un trinomio, 295. Binomias conjugados, 
297. Productos donde se aplican binomios conjugados, 298. Binomios con lérmino común, 300. Cubo de 
un binomio, 303. Multiplicaciones que se resuelven con la aplicación de productos nolables, 304 


Capiro 4 Factorización 


Definición, 308. Factor común, 308. Factor común por agrupación de lérminos, 309. Diferencia de cua: 
diados, 311. Trinomio cuadrado perfecto, 312. Pasos para factorizar un trinomio cuadrado perfecto, 312 


Trinomio de la forma »* + bx + c, 315. Trinomio de la forma ax” + bx + c, 318. Por agrupación de términos, 
319. Casos especiales, 320. Suma o diferencia de cubos, 322. Suma o diferencia de potencias impares 
iguales, 324. Factorización que combina un trinomio cuadrado perfecto y una diferencia de cuadrados, 
325. Factorización para complelor el tinomio cuadrado perfecto, 326. Expresiones algebraicas donde se 
ulilizan dos o más casos, 327. Descomposición en factores de un polinomio por división sinólica, 328 


Caríruio 5 Fracciones algebraicas 
Máximo común divisor [MCD], 332. Minimo común múltiplo Ímcm), 332. Simplificación de fracciones 
algebraicas, 334. Suma y resta de fracciones con denominador común, 336. Suma y resta de fraccio" 


nes con denominadores diferentes, 337. Multiplicación de fracciones algebraicas, 341. División de frac 
ciones algebraicas, 343. Combinación de operaciones con fracciones, 343. Fracciones complejas, 347. 


Caríuio 6 Ecuaciones de primer grado 
Conceplos generales, 352. Ecuaciones de primer grado con una incógnita, 352. Con signos de agr- 
pación y productos indicados, 355. Fraccionarias, 357. Con valor absoluto, 360. Con literales, 362 
sobre monedas, 369. Problemas sobre costos, 370. Problemas sobre el tiempo requerido para realizar un 
trabajo, 372. Problemas sobre comparación de distancias y tempos, 374. Problemas de aplicación a la 
geometría plana, 376. Despejes de 'órmulas, 378 
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Capiro 7 Función lineal 


Plano cartesiano, 382. localización de puntos, 382. Función, 383. Constante, 383. Ecuación x=k, 383. 
lineal, 384. Generalidades, 385 


Carfruo 8 Sistemas de ecuaciones 

Ecuación lineal, 394. Solución de una ecuación lineal, 394. Gráfica, 396. Sistema de dos ecuociones 
lineales con dos variables, 398. Métodos de solución, 400. Sistema de dos ecuaciones que se reducen 
a lineales, 412 Métodos para resolver un sistema de tres ecuociones lineales con res variables, 421 
Reducción [sumo y resto), 421. Determinantes, 426. Descomposición de una fracción algebraica en suma 
de frocciones parciales, 429. 


Capimuo 9 Potenciación 


Definición, 438. Teoremas de los exponentes, 438. Polencia de un binomio, 447. Factorial de un número, 
447. Binomio de Newton, 447. Cálculo del résimo término, 450. Trióngulo de Pascal, 451 


Carimuio 10 Radicación 


Radical, 454. Elementos de un radical, 454. Raíz principal de un radica!, 454. Radical como exponente, 
454. Teoremos, 455. Representación de un exponenle fraccionario como radical, 456. Teoremas, 457 
Cólculo de raíces, 458. Simplificación, 460. Introducción de factores, 462 Suma y resta, 464. Mulfiplico- 
470. Rocionalización, 471. Racionalización del denominador de una fracción, 471. Racionalización del 
numerador de una fracción, 474 


Captruio 11 Números complejos 

Números imaginaros, 478. Número imaginario puro, 478. Suma y resta, 479. Potencias de ¡, 480. Muk 
tiplicación y división, 481. Números complejos, 483. Suma y resta, 484. Multiplicación por un escalor, 
485. Multiplicación, 487. División, 489. Representación gráfica, 490. Valor absoluto o módulo, 492 
Conjugodo, 493. 

A NA. 

Capiro 12 Ecuaciones de segundo grado 

Definición, 498. Solución de una ecuación de segundo grado complela, 498. Fórmula general, 501 

Foctorización, 504. Solución de una ecuación de segundo grado incomplela, 506. Modas, 506. Puras, 
507. Función cuadrática, 513. Análisis de una función cuadrática, 513. Relación entre los raíces de 
uno ecuación de segundo grado, 516. Deducción de una ecuación de segundo grado dados las raíces, 
518. Ecuaciones con radicales, 519. Sistema de ecuaciones cuadráticas, 521. Procedimiento para la 
resolución de un sistema de ecuaciones cuadráticolineal con dos incógnitas, 521. Procedimiento para la 
resolución de un sistema de dos ecuaciones cuadráticas, 522. Procedimiento para la resolución de un 
sistema cuadrófico mixdo, 522 


Captruo 13 Desigualdades 


Definición, 526. Propiedades de las desigualdades, 526. Desigualdad lineal con una variable, 527 
Desigualdad cuadrática con una variable, 530. Método por casos, 530. Método por intervalos, 530. 
Método gráfico, 533. Desigualdad racional, 535. Método por casos, 535. Método por intervalos, 538. 
Desigualdad que tiene la expresión [x- dl [x- BJ [x- c]..., 540. Desigualdades con valor absoluto, 541 
Casos especiales de desigualdades con valor absoluto, 542. Gráfica de una desigualdad linea! con dos 
voñables, 544. Sistema de desigualdades 'ineales con dos variables, 546. 


Capiro 14 Logaritmos 

Definición, 550. Aplicación de la definición de logaritmo, 551. Propiedades, 552. Aplicación de las pro- 
piedades para el desarrollo de expresiones, 553. Ecuaciones logarímicas, 558. Ecuaciones exponenciales, 
560 


Capiro 15 Progresiones 

Sucesión infinita, 572. Suma, 574. Progresión aritmética o sucesión aritmética, 575. Fórmula para deter 
minar el nésimo lérmino en una progresión aritmética, 576. Fórmulas para determinar el primer lérmino, 
número de lérminos y la razón, 577. Suma de los n primeros lérminos en una progresión aritmética, 580 
interpolación de medios aritméticos, 583. Media arilmética o promedio aritmético, 584. Progresión geomé- 
tica o sucesión geométrica, 585. Fórmula para oblener el nésimo lérmino en una progresión geométrica, 
586. Fórmulas para oblener el 1* término, número de términos y la razón, 588. Suma de los n primeros 
lérminos de una progresión geométrica, 591. Progresión geométrica infinila, 594. interpolación de medios 
geométricos, 596. Interés compuesto, 598. Depreciación, 601. 


Captruo 16 Matrices 
Definición, 604. Orden de una matriz, 604. Número de elementos de una matriz, 605. Tipos de matrices, 
605. Multiplicación por un escalar, 608. Suma, 609. Resta, 611. Multiplicación, 613. Propiedades de 
los matrices, 614. Determinantes, 615. Sea la matriz de orden 2, 615. Sea la matriz de orden 3, 616 
Propiedades, 616. Matriz inverso, 618. Método de Gaussjordan, 618. Inversa de una matriz pora resolver 
sistemas de ecuaciones, 620 


GEOMETRÍ ÚS A Y TRIGONOMETRÍA. 


La geometría e parte de la geometría que estudia los 
objetos o figura laciones en un espacio donde se cumplen los 
cinco postula clides y las cinco nociones comunes. Estos 

es comunes fueron recogidas en un tratado de 
por Euclides de Alejandría, que constaba de trece 
decía los Elementos. 


Euclides nteó cinco postulados en su sistema: 
1. Dados dos puntos se puede trazar una recta que los une. 


2. Cualquier segmento puede prolongarse de manera continua en 
cualquier sentido. 


3. Se puede trazar una circunferencia con centro en cualquier 
punto y de cualquier radio. 


4. Todos los ángulos rectos son congruentes. 


2 TS 


5. Si una recta corta a otras dos formando, a un mismo lado de la 
secante, dos ángulos internos agudos, esas dos rectas 
prolongadas indefinidamente se cortan del lado en el que están 
dichos ángulos 


Las cinco nociones comunes son: 


1. Dos cosas iguales a una tercera, son iguales entre si4la 
propiedad transitiva de una relación euclidiana). 


2. Sia cosas iguales añadimos cosas iguales, las tota 5 
iguales.(La propiedad de la suma de la igualdad 

3. Sia cosas iguales quitamos cosas iguales, los t 
iguales.(Propiedad de igualdad de la resta 


4. Las cosas que se superponen son iguales.(propiedad reflexiva) 


5. El todo es mayor que la parte. Sa 


t ticas que se encarga de 
ciones entre sus ángulos y 
eseno, coseno, tangente, 


cio trigonométricas en la física, 
icaciones, náutica, ingeniería, cartografía, 

ue las dota de relevancia, pues permiten 
ecisión sin tener que, necesariamente, 


iones que tiene para, por ejemplo: 


e lar la distancia entre dos puntos, de los cuales uno, o 
incluso ambos, son inaccesibles. 

e Calcular de forma precisa distancias y ángulos de inclinación, 
siendo de gran utilidad para la ingeniería civil. 

e Calcular la altura de un punto en pie que puede ser, también, 
inaccesible. 


Mhttps://www.ferrovial.com/es/stem/trigonometria/ 


Se entiende por funciones trigonométricas a la relación métrica entre 
los lados de un triángulo rectángulo. A partir de un triángulo que 
presente un ángulo recto de 90 grados se pueden determinar tres 
elementos fundamentales: 


> Ángulos: área del plano que se encuentra entre dos semirrectas 
con origen común. Se trata de la amplitud del arco de una 
circunferencia, centrada en el vértice y delimitada por sus 


lados. p] 

> Catetos: resto de lados que conforman un triángulo. Se pueden 
clasificar en cateto opuesto (que se encuentra del | esto 
o en frente del ángulo estudiado) y el adyacente (qu 


encuentra junto al ángulo analizado). 
> Hipotenusa: lado de mayor longitud de un triá 
opuesto al ángulo recto. 


Entendidos estos tres conceptos fundamental a 
trigonométricas son: 
a 


las 
o Seno: razón que existe entre e opuesto del ángulo de 
estudio y la hipotenusa. 


o Coseno: división del cat del ángulo analizado 
entre la hipotenusa del t | 
o Tangente: razón qu iste entre el | opuesto y el cateto 
e 


adyacente del triángulo. presa como la división del seno 
entre el cosen 


ica tiene su razón recíproca, es decir: 
ecíproca del coseno que consiste en la relación 
ud de la hipotenusa y la longitud del cateto 


osecante: razón recíproca del seno que consiste en la relación 
la longitud de la hipotenusa y la longitud del cateto 


"=  Cotangente: razón recíproca de la tangente que consiste en la 
relación entre la longitud del cateto adyacente y la del opuesto. 


RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
Triángulo Rectángulo 


Fuente YouTube. IngEDarwin. N 
Cosecante: Es la inversa del seno Ios 


Secante: Es la inversa del coseno, en este caso —— 
Ca 
US 


A Peligro: Por las similitudes entre Seno y Secante, y entre Coseno 
y Cosecante, existe la posibilidad de liarse con esos nombres. Para 
evitarlo, imagina a una señora con una bayeta absorbente, 
recogiendo agua del mármol de su cocina, y piensa: “La señora 
Coseno usa una bayeta muy Secante”. 


Ca 


inversa de la tangente, en este caso Co 
10) 


Veamos una aplicación práctica de la trigonometría: 


Desde el puente de mando del buque apuntan un telémetro láser 
hacia la cúpula del faro. La medición indica que la distancia M entre 


el buque y la cúpula del faro es de 959 metros y el ángulo X muestra 


una lectura de 4,01 grados. Con esos datos, hay que averiguar la 
altura del faro X y la distancia, a nivel del mar, entre el buque y el 


SS 


SO 
Siendo el ángulo Ol tenemos ¡ usa es m, el cateto 
opuesto será X y el cateto mane, 


- Para averiguar la alt del faro X usaremos la fórmula del 
Seno: 


Seno pee Seno 4,01 grados - 959 = X 


Seno 4,01 grados = 0,069 + 959 = 67,06 metros. 


- Para averiguar la distancia (d) a nivel del mar, entre el buque y 
el faro usaremos la fórmula del Coseno. 


X 
——  Coseno 4,01 grados :* 959 = X 
959 


Coseno 4,01 grados 


Coseno 4,01 grados 0,069 * 959 = 956,65 metros. 


EOMETRÍA Y TRIGONOMETRÍA 


hr. 


ME 4 Carírio 1 Conceptos básicos 
EN 
A 


Conceptos básicos, 636 


Cartruio 2 Ángulos 


Definición, 640. Medidas, 640. Sistema sexagesimal, 640. Sistema cíclico o circular, 642. Conversión 
de grados a radianes y de radianes a grados, 642. Operaciones, 644. Clasificación de acuerdo con su 
medido, 646. Convexos, 646. llano o de lados colineales, 647. Cóncavo o entrante, 647, Perigonal o 
de vuelta entera, 647. Complementarios, 647. Suplementarios, 647, Conjugados, 648. 


Capítulo 3 Rectas perpendiculares y paralelas 


Perpendicularidad, 654. Paralelismo, 654. Ángulos opuestos por el vértice, 655. Ángulos contiguos, 655. 
Ángulos adyacentes, 655. Reclas paralelas cortadas por una recta secante, 655. 


Cariruio 4 Triángulos 


Definición, 662. Clasificación de los triángulos, 662. Por sus lados, 662. Por sus ángulos, 662. Reclas 
y puntos notables, 663. Teoremas, 664. Triángulos congruentes, 669. Teoremas de congruencia, 669. 
Proporciones, 676. Teoremas de proporciones, 677. Semejanza, 678. Propiedades fundamentales, 678. 
Teoremas de semejanza, 679. Teorema de Tales, 681. Teorema de Pilágoras, 686. Naturaleza del 
triángulo a partir del teorema de Pitágoras, 688. Teoremas de semejanza en triángulos rectángulos, 689. 


Caríruio 5 Cuadriláteros 


Definición, 694. Clasificación, 694. Teorema, 695. Propiedades de los paralelogramos, 695. 
Demostraciones, 697. Paralelogramos especiales, 698. Propiedades de los trapecios, 700. Propiedades 
de los trapecios isósceles, 700. 


Carítuio 6 Polígonos 


Definición, 704. Clasificación, 704. Por sus lados, 704. Por sus ángulos, 704. Elementos, 705. Número 
de diagonales, 705. Número de diagonales trazadas desde un mismo vértice, 705. Número de diagonales 
totales, 705. Ángulos de un poligono, 707. 


Caríruto 7 Transformaciones 


Escala, 714. Figuras a escala, 714. Transformaciones de figuras en el plano, 716. Traslación, 716. 
Rotación, 719. Simetría axial, 723. Simetría central, 728. 


Caríruio 8 Circunferencia y círculo 
Circunferencia, 734. Rectas notables, 734. Porciones de un círculo, 734. Circunferencia y polígonos, 735. 


Ángulos nolobles, 735. Teoremas, 739. Tangente a una circunferencia, 744. longitud de una tangente, 744. 
Propiedades de las tangentes, 744. Posiciones relativas, 745, 


CarfruLo 9 Perímetros y superficies 


Definiciones, 750. Perímetro y área de una figura plana, 750. Triángulos, 750. Cuadriláteros, 751. 
Polígonos regulares, 753. Circunferencia y círculo, 754. Sector y segmento circular, 754. Área de figuras 
combinadas, 757. 


Capfruio 10 Cuerpos geométricos, áreas y volúmenes 


Ángulo diedro, 764. Clasificación, 764. Ángulo triedro, 764. Clasificación, 765. Ángulo poliedro, 
766. Clasificación, 766. Poliedro, 767. Elementos, 767. Clasificación, 767. Poliedros regulares, 
768. Clasificación, 768. Desarrollo, 769. Área y volumen de un poliedro regular, 769. Prisma, 772. 
Clasificación, 772. Área y volumen, 774. Pirámides, 776. Área y volumen, 777. Cuerpos con superficies 
no planas, 779. Cilindro circular, 780. Cono circular, 780. Esfera, 783. Figuras esféricas y zonas 
esféricas, 783. Área de figuras esféricas y volumen de cuerpos esféricos, 784. 


Capfruto 11 Funciones trigonométricas 

Funciones trigonométricas, 790. Definiciones, 790. Cofunciones, 791. Rango numérico, 792. Valor, 792. 
Signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano, 794. Tabla de signos, 794. Funciones 
trigonométricas para ángulos mayores que 90%, 796. Funciones trigonométricas de ángulos negativos, 
798. Valores numéricos de las funciones trigonométricas circulares, 799. 


Capíruio 12 Funciones trigonométricas para ángulos notables 


Valor de las funciones trigonométricas de los ángulos de O*, 90”, 180*, 270” y 360”, 804. Valor de las 
funciones trigonométricas de los ángulos de 30?, 45? y 60%, 805. Aplicación de los valores trigonomé- 
fricos de los ángulos notables, 807. 


Capfruio 13 Representación gráfica de las funciones trigonométricas 

Gráficas de las funciones trigonométricas, 812. Gráfica de y = sen x, 812. Gráfica de y = cos x, 813. 
Gráfica de y = tan x, 813. Gráfica de y = ctg x, 814. Gráfica de y = sec x, 814. Gráfica de y = csc 
x, 815. Resumen, 815. Amplitud, periodo y desplazamiento de fase, 816. Gráficas de y = sen* x, y = 
cos*x, y = tam! x, 819, 


Caríruio 14 Identidades y ecuaciones trigonométricas 

Identidades trigonométricas, 824. Obtención de las identidades trigonométricas básicas, 824. Demostración 
deidentidades trigonométricas, 825. Obtención de las identidades trigonométricas de la suma y la diferencia de 
ángulos, 830. Valor de una función trigonométrica para la suma y la diferencia de ángulos, 832. Aplicación 
de las funciones trigonométricas de la suma y la diferencia de ángulos, 833. Funciones trigonométricas del 
ángulo doble, 837. Seno del ángulo doble sen [2a:), 837. Coseno del ángulo doble cos [Zar), 837. 
Tangente del ángulo doble tan [2er], 838. Funciones trigonométricas de la mitad de un ángulo, 839. Seno 
dela mitad de un ángulo: sen al 839. Coseno de la mitad de un ángulo: cos| e) 839. Tangente dela mitad 


de un ángulo: tn 5 839. Identidades trigonométricas para transformar un producto en suma o resta, 844. 


Demostración de identidades, 846. Identidades para transformar sumas o restas de funciones trigonométricas 
en un producto, 848. Demostración de identidades, 851. Ecuaciones trigonométricas, 852. 


Caríruto 15 Triángulos rectángulos 


Solución de triángulos rectángulos, 858. 


Carfruio 16 Triángulos oblicuángulos 


Solución de triángulos oblicuángulos, 868. ley de senos, 868. ley de cosenos, 870. ley de tangentes, 
872. 


CaríruLo 17 Forma trigonométrica de los números complejos 
Forma trigonométrica o polar, 882. Operaciones fundamentales, 883. 


GEOMETRÍA ANALÍTICA. J 


Don Agustín Larrauri Pacheco, Profesor Numerario de 
Instituto Politécnico de Bilbao, hace una definición 
que es la Geometría analítica, en su libro de Ma á 


decir que: 

“La Geometría Analítica tiene por objeto sul de la Geometría, 

mediante procedimientos de cálculo p el Análisis Matemático”. 
máticas como son la 

a 


ción entre ellas. No 
lo XVII se consideraban 


Con ello se logró que dos disciplin 
Geometría y el Álgebra, encontras 
olvidemos que, hasta principi 
completamente independi 


es. 


Dicho de otra manera, | 
matemáticas dedicada dio en profundidad de las figuras 


ección, ángulos de inclinación, etcétera. 
cas básicas de análisis matemático y de álgebra 
a representación e interpretación geométrica 


En la geometría tradicional nos dedicamos a tomar una hoja de papel 


y dibujar una figura, por ejemplo un triángulo, “por las bravas”, tal 
que así: 


EJES Y PUNTOS 


ON 
S 


Autor: Captura de pantalla del video de “pildoras q puntos. 
CiN X 


https: //www.youtube.com/watch?v=vozdtTj2D2U8ldis MSAMNnvvsBGpp778cpw 
coDuV 


Pero al aplicarles los ejes de coord llamados plano cartesiano, 
podemos situarlos espacialmente, r nciados en el citado eje 


cartesiano, tal que así: Q 
y e 
EJES Y PUNTOS 


S 


Autor: mismo que el anterior. 


Ahora sabemos que los vértices ocupan los puntos (-4,2), (6,1) y 
(2,5) referidos al eje de coordenadas. 


Los ejes cartesianos vemos que se componen de una línea horizontal 
llamada Eje X, al que se le cruza en su punto medio una línea vertical 
llamada Eje Y. Determinamos una distancia entre punto y punto y se 
replica en ambos ejes y en ambas direcciones, tal que asÍ: 


EJES Y PUNTOS 


e Eje Y 
Representación - 
de puntos: 
P = (Px» Py) Ñ 
. e 
coordenada “x” Eje sl 
del punto coordenada “y” 
del punto 
Autor: mismo que el anterior. NO 
De este modo, podemos ubicar uier punto referenciándolo por el 
par ordenado que nos na unto x y el punto y. 
EJES Y PUNTOS 


Representa los siguientes 
puntos: 


A(2,5) 
B(-4,4) 
CFB) 
Dé-3,-D 
E(4,0) 
F(0,-5) 
0(0,0) 


El siguiente concepto fundamental és el de vector, que en 
Matemáticas y Física, es cualquier ente matemático que se puede 
representar mediante un segmento de recta orientado dentro del 
espacio euclidiano. Representado gráficamente sería esto, sacado de 
Wikipedia. 


J 


Autor: Dnu72. Wikipedia. AS 


La longitud de un vector se llama módulo y se obti Teoréma 
de Pitágoras (“Pitty”, para los amigos), pu cuadrada del 


cuadrado de sus coordenadas. 


MÓDULO DE UN VECTOR 


Ú= (Vx, Vy) 


Módulo de un vector: es su longitud 


[| 
5]? = 4? + 3 
[1] 3 D= (4,3) [0]? =v,* + 451 
4 hills lo, +42 
E Vy 
Se compone de que es la dirección horizontal y ' que nos dá 


la dirección vertical. 


MÓDULO DE UN VECTOR 


Ú= (Vx, Vy) 


Módulo de un vector: es su longitud 


ado | 


es de a de de 2. UY de pS 
Autor: Captura de pantalla del eN matemáticas” 
d 


Ú= (Vx, Vy) N 


NU) 


So e a hacer una introducción a la recta y a los vectores, 
m scinta. Recordad que la geometría analítica incluye la 
circu cia, la parábola, la elise, la hipérbola y las cónicas. 


ECUACIONES DE LA RECTA 


Una recta queda determinada 


Vy si conocemos su dirección y 
e Vs un punto por el que pasa 
Y = (Vy, Vy) - Si conocemos 2 puntos, 
podemos obtener su dirección 
2 - Si conocemos su pendiente, 
m=-= 
3 podemos obtener su dirección 
p=32) 
AN MD 
La geometría analítica de la recta se A en estas 6 
ecuaciones: Q 


ECUACIONES DE LA RECTA 


Ecuación vectorial: (x,y) = (Px,Py) + (Vx, y) * t 


] Ni! Stri Ei: 
cuación paramétrica: 
P y=Py+Vy:t 
XxX al E co 
Ecuación continua: 1H = MEL 
Vx Vy 


Ecuación punto-pendiente: y —p, =mM:(x—Px) 
Ecuación explícita: y =mx+mn 


Ecuación general: Ax+By+C=0 


Y lo dejo aquí, mejor id al canal “Píldoras Matemáticas” u otro que os 
resulte fácil de entender. 


GEOMETRÍA ANAÍTICA 


$ 1 Capíruo 1 Geometría analítica unidimensional 
( A Segmento de recta, 892. Distancia entre dos puntos, 892. Distancia dirigida, 892, División de un segmento 


a 


en una razón dado, 894. Punto medio, 896. 


Capitulo 2 Geometría analítica bidimensional 


Plano cartesiano, 900. localización de puntos, 900. Distancia entre dos puntos, 901. División de un 
segmento en una razón dada, 903. Punto medio de un segmento de recta, 907. Puntos de trisección de 
un segmento de recta, 908. Área de un triángulo, 909. Área de un polígono, 910. 


Caríuio 4 Pendiente de una recta 


Definiciones, 914. Pendiente de una recta que pasa por dos puntos, 914. Condición de paralelismo, 
917. Condición de perpendicularidad, 918. Ángulo entre dos rectas, 920. 


Capiruio 4 Lugar geométrico 


Problemas fundamentales de la geometría analítica, 926. Primer problema (discusión de un lugar geométrico), 
926. Segundo problema (dadas las condiciones del lugar geométrico, encontrar su ecuación), 931. 


Carírulo 5 línea recta 


Definición, 936. Ecuaciones de la recta, 936. Ecuación general, 936, Ecuación punto - pendiente, 936. 
Ecuación de la recta que pasa por dos puntos, 936. Formas de la ecuación de una recta, 941. Ecuación 
de la recta en su forma pendienteordenada al origen [foma ordinaria o reducida), 941. Ecuación de la 
recta en su forma simétrica, 946. Familia de rectas, 949. Ecuación de la recta en su forma normal, 951. 
Rectas nofables en el triángulo, 961. Mediatriz, 961. Mediana, 961. Altura, 962. Bisechiz, 965. 


Carírulo 6 Circunferencia 


Definición, 970, Ecuaciones de la circunferencia, 970. Ecuación en su forma ordinaria, 970. Ecuación en 
su forma general, 970. Ecuación en su forma canónica, 970. Transformación de la ecuación general a la 
forma ordinaria, 976. Familia o haz de circunferencias, 980. 


Caríruo 7 Transformación de coordenadas 


Troslación de ejes, 982. Traslación de un punto a un nuevo sistema de coordenadas, 982. Transformación 
de una curva trasladando el origen, 983. Transformación de una ecuación, 985, 


Carfruo 8 Parábola 


Definición, 990. Ecuación de la parábola con vértice en el origen, 992. Elementos y ecuación de una 
parábola con vértice en el origen, 992. Ecuación de la parábola con vértice en el punto (h, k), 998. 
Elementos y ecuación de una parábola con vértice en [h, k), 999. Ecuación de la parábola que pasa por 
tres puntos, 1004. Ecuación de una recia tangente a una parábola, 1007. 


Carfruto 9 Elipse 


Definición, 1010. Ecuación de una elipse con centro en el origen, 1011. Elementos y ecuación, 1012. 
Dados sus elementos obtener la ecuación de la elipse con centro en el origen, 1015. Ecuación de una 
elipse con centro en el punto [h, k), 1018. Dada la ecuación, obtener sus elementos, 1019, Dados sus 
elementos, obtener la ecuación, 1022. Casos especiales, 1025. Ecuación de la elipse que pasa por 
cuatro puntos, 1026. Ecuación de una recta tangente a una elipse, 1030. 


Caríruio 10 Hipérbola 


Definición, 1032. Ecuación de una hipérbola con centro en el origen, 1034. Elementos y ecuación, 1035. 
Dada la ecuación, obtener sus elementos, 1036. Dados sus elementos, obtener la ecuación, 1039. Ecuación 
de una hipérbola con centro en el punto [h, k), 1041. Elementos y ecuación, 1041. Dada la ecuación 
oblener sus elementos, 1043. Dados sus elementos obtener la ecuación, 1046. Casos especiales, 1049. 
Ecuación de una recta tangente a una hipérbola en un punto cualquiera, 1051. 


Capíruio 11 Ecuación general de cónicas 


Rolación de ejes, 1054. Ángulo de rotación, 1053. Transformación de la ecuación general de segundo 
grado, 1056. Transformación aplicando las identidades trigonométricas, 1057. Transformación de la 
ecuación de una cónica por rotación y traslación de los ejes, 1059. Identificación de una cónica, 1061. 
Identificación de cónicas degeneradas, 1063. Definición general de cónicas, 1065. Ecuaciones de las 
directrices de la elipse y de la hipérbola, 1067. Tangente a una cónica, 1069. Dado el punto de tangencia, 
1069. Dada la pendiente de la recta tangente, 1071. Dado un punto exterior a la curva, 1073. 


Carfruio 12 Coordenadas polares 


Sistema polar, 1076. Gráfica de un punto en coordenadas polares, 1076. Conversión de un punto en 
coordenadas polares, 1078. Relación entre las coordenadas rectangulares y polares, 1078. Transformación 
de un punto en coordenadas polares a rectangulares, 1079. Transformación de un punto en coordenadas 
rectangulares a polares, 1079. Distancia entre dos puntos en coordenadas polares, 1081. Área de un 
triángulo en coordenadas polares, 1081. Transformación de una ecuación rectangular a polar, 1082. Trans" 
formación de una ecuación polar a rectangular, 1084. Identificación de una cónica en su forma polar, 1087, 
Gráfica de una ecuación en coordenadas polares, 1088. Análisis de una ecuación en coordenadas 
polares, 1088. Ecuación polar de la recta, 1093. Ecuación polar de la circunferencia, 1095. Intersección 
de curvas en coordenadas polares, 1095. 


Capíruo 13 Ecuaciones paramétricas 


Definición, 1100. Transformación de ecuaciones paraméfricas a rectangulares, 1100. Sistemas paramétricos 
algebraicos, 1100. Sistemas de ecuaciones paramétricas que contienen funciones trigonométricas, 1103. 


EL CÁLCULO DIFERENCIAL Y EL CÁLCULO INTEGRAL. 


Nuestra última parada en el planeta de las matemáticas la haremos 
en los Cálculos Diferencial e Integral. 


Los agrupo en este apartado, por dos razones diferentes: como ya 
expliqué en la página 5, algunos matemáticos lo hacen bajo los 
nombres de Cálculo Infinitesimal y de Análisis Matemático. 


La otra razón es que son métodos especulares, es decir que uno es el 
inverso del otro. 


Foto: Ministerio de r 
profesores de i itar del Aire, del Ejército del Aire Español. 


el índice de estas dos materias os vuelvo a dar una 
pe se, que también procede de mi revista titulada 

“NOC S DE CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL PARA PULPOS 
EN UN DESIERTO” que hallareis en mi repositorio de internet 
https://archive.org/details/Qramon ferrer ¡ mari 


DERIVADAS E INTEGRALES: HERRAMIENTAS 
INVERSAS. 


Una derivada es una herramienta matemática que nos describe el 
ritmo de cambio de cualquier función en un determinado punto o 
instante. Por eso se habla del valor de la derivada de una función en 
un punto dado. Esto sirve a una generalidad de usos en Física, en 
ingeniería (rama del conocimiento que es la aplicación práctica de la 
Física), arquitectura y otros muchos. a 


Y 


recta 
tangente 


a 


curva 


y = f(x) 


hd 
Autor: C inzacara. Representación gráfica de una función. La derivada de la función 
en nt es equivalente a la pendiente de la recta tangente. Wikipedia. 


Poniéndonos muy puristas, tiramos de definición y decimos: 


“El valor de la derivada de una función en un punto puede 
interpretarse geométricamente, ya que se corresponde con la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de la función en dicho 
punto. La recta tangente es, a su vez, la gráfica de la mejor 
aproximación lineal de la función alrededor de dicho punto”. 


A ver estoy empezando a ponerme repelentemente abstracto, así que 
vamos a dar un ejemplo procedente de una rama de la Física que se 
llama Cinemática. 


Nos salimos al balcón de casa y, sacando a pasear nuestra vena 
macarra, tiramos a la calle la horterada de jarrón que nos regaló la 
tía Romualda, las navidades pasadas... Eso sí, previamente, nos 
aseguramos de no darle en plena cabeza a ningún pobre peatón. 


Hasta que la odiosa pieza de porcelana termine hecha añicos sobre la 
acera, en su camino hacia la perdición, el jarrón no sólo irá ocupando 
diferentes alturas respecto del tiempo, sino que, además, lo hará con 
una velocidad creciente, es decir que irá cayendo cada v á 
rápido. Es decir, que tenemos dos elementos diferentes, Í te 
ligados entre sí, que son la velocidad y la aceleració 


A esto se le define como caída libre que, en cinemáti es un caso 


particular del llamado movimiento rectilíneo unifo e 
acelerado. 
Eso lo podemos describir como la altur ecto del tiempo, con la 
función: y(t) siendo y la altura y t, el ti O. 

dy 
La velocidad la describiremo ivada dt es decir, la 
derivada de la altura res iempo. 


a Derivada 12% Derivada 


Con lo que nos sale el siguiente desarrollo: 


= 9,8 metros/segundo 2 


d a ddy _d?y 
dt Mdt dt-dt dt? 


(*) Para una función f(x)= x3su primera derivada es f'(x)= 3x1? y su segunda 
derivada será f"(x)=6x. No os preocupéis, que la mecánica operativa de las 
derivadas viene a partir de la página siguiente. 


EL CÁLCULO DIFERENCIAL: LOS CUATRO PASOS. 


En una derivada tenemos tres partes: 


1) La variable, que es una letra que se usa para representar un 
número. 

2) El exponente, que indica cuantas veces debemos multiplicar 
un número por sí mismo y 

3) El coeficiente, que es un factor multiplicativo, es decir, el 


número constante que se encuentra a la izquierda de 
variable o incógnita y la multiplica. Por ejemplo, 3 X + 
X, donde 3 es coeficiente de la variable X. 
En la derivada de un polinomio, el resultado ser ¡ 7 con un 
grado una unidad inferior al polinomio original. 

Pero no lo podemos hacer por las brava y q eguir 4 pasos 
para lograrlo. Empecemos: 

Primer Paso: La función bolca e todas. 


uesta po variable o incógnita X, y el 
ifica que multiplicamos X por sí misma, tres 


Sea X? que está co 
exponente 3 lo qu 


), toca hacer dos maniobras: 


Manio que pasar el exponente a la posición adelantada de 
la d ultiplicando a ésta, es decir, que hemos de pasar de 
x3 


Maniobra 2: el grado sólo puede reducirse en una unidad, por lo 
tanto, tenemos que respetar el grado anterior, reducido el exponente 


en una unidad, es decir, pasar de X? a X?, 


Y finalmente nos queda 3x?. 


Más ejemplos de lo mismo: 


Xt 8x” Xx? my 5x* Xx? my 3x? 
Xx? my 9x8 Xx mm 6x> xo my 4x3 
1 


En este segundo caso nos encontramos que 
acompañada de un número. Lo haremos casi 


pasos: 
Sea 6X? NÑ 
4 


Paso 1: Respetando ese nú Sn el exponente 
delante de la X << 


Paso 2: aremos por el número. (5)*6= 30X 


Paso NE guido, reduciremos el grado: 30X* 


6X* = 30x* 


Segundo Paso: La función viene acompañada de 
número. SO 
¡on viene 
en 3 
(5) * 


Otros ejemplos: 
3X* mm (4) *3x* mm) 12X3 
5X? mm (7) F5x” mm 35xX0 


Tercer Paso: Cuando tenemos solo la X, por la primera ley 
de exponentes, la derivada de X es igual a 1. 


Empecemos dando un listado con las ocho leyes de 
exponentes y sus ejemplos. 


De todas las tablas que circulan por Internet, ésta me 
parece la mejor: La columna de la izquierda tiene la 
fórmula genérica, mientras que a la derecha se da un 
ejemplo práctico de su aplicación. 


Ho =1 axo0 3% =1 
El a” x qn = gun 2372 = 73+2 
El a” = = 2-3= > 
4 sd = qn” >= 35-3 
a 
18% (am) = gan E ba — 323 
m 1 


El an = Ya” 92= 91 
0 (a. BE= at.D.. | MADE = 20203 
ar ae 2 22 


Fuente: El Blog del profesor Alex. https://profe-alexz.blogspot.com/2012/10/teoria- 
de-exponentes-ejercicios.html 


xa 1*x0 mm 1*1 =1 8x=» 8xx0 sm 8x1 =8 


Cuarto Paso: La derivada de un número siempre es igual a 
O. No importa si ese número es 5 o 5.000.000.000.000 (5 
Billones). Se le llama “CONSTANTE”, porque nunca cambia: 
Un 5 siempre es un 5, un 29 siempre es un 29. Se le 
representa como una “C”“ o una “K”, El por qué lo veremos 
enseguida. De momento quedaos con este ejemplo: 


y = 5X3+ 2X?- 5X +10 ON 
dy 2 ( 
= 15X2+ 4X-5+0 S 


dx 
TO E Sa 
: S 


Aquí es donde toca introdu oncepto nuevo llamado 
Primitiva. Y no, no e hablando de una mujer que 
perteneció al grupo e tivo de los Cromañones o de mi 
estimada, simpáti inteligentísima amiga, María Primitiva 


Sánchez Mart ien la vida llevó a vivir al Principado 
de Asturia ue mando un cariñoso abrazo. 


A Igún matemático fundamentalista me parta la 
ca ejo de lado la definición ortodoxa!” (que cuesta Dios 
y ayuda entender a la primera) y paso a explicarlo en un 
castellano sencillito: 


Si tenemos varias funciones que, al derivarlas, coinciden en 
el mismo resultado, a esas funciones las llamaremos 
PRIMITIVAS?*?. Y ahora veamos un par de ejemplos: 


15 Sea f(x) una función real de variable real definida en un intervalo cerrado [a, b]<R. Se llama función 
primitiva de f(x) a otra función F(x) cuya derivada es f(x) en dicho intervalo. 


16 SPOILER: A ese conjunto de primitivas S le llama INTEGRAL Z EFINIDA. Pero ya llegaremos a eso. 


d 
La derivada _ = 20x* tiene varias funciones que, al 


derivarlas, nos dan esa misma derivada, a las que 
llamaremos Primitivas. 


DERIVADA FUNCIONES PRIMITIVAS 
, 5x? ; 
20x 5x%-7 a 


Ata 


5xa*+ Ñ > 


De manera que podemos definir una forma Srica de 
escribir a todas esas múltiples funci es que | derivarlas, 
nos dan la derivada 20x*. Es mos 

Si aplicamos lo mi SK unción inicial de este apartado, 


tenemos que ivas de la derivada 15X?+ 4X+C, 
pueden se ientes, entre las infinitas combinaciones 


sin importar cuál sea el número final: 


X>+ 10 
2- 5X - 7 


. ss 2X?- 5X =... 


2X?- 5X + 5.000.000.000.000 


Hecho este importante inciso, para explicar de dónde 
puñetas viene la constante C, volvamos a las derivadas. 


MECÁNICA DE RESOLUCIÓN DE LAS DERIVADAS. 


Vamos a resolver una derivada de manera lenta, que se 
vean todos los pasos que toca hacer para resolverla: 


y= 12X”- 3X*+ 8X? - 2X? + 5X-10 


ES 


Sn” 5% 12X*? - 4*3X9+ NO IS 
= 60X?* - 12X*+ IS +5-0 


stá intrínsecamente correcta, 
por costumbre, cuand 10s una constante (10, en este 
caso) cuya derivada S 
resultado final de la derivad 
ropa de los d seria: 


O no se pone, con lo que el 
, así en plan bonito, y con la 


E -12X9+ 24X* -4X +5 


y 
dx 


ES 


Dudas de principiante: Si la derivada de un número es O ¿Por qué no 
eliminamos del resultado final el 5, además del 0? Pues precisamente por eso, 
porque el 5 final procede de derivar 5X. Ese 5 sólo desaparecerá si hacemos la 
segunda derivada, es decir, si derivamos la derivada que hemos obtenido. 


Veámoslo: 
18 Derivada o derivada que hemos obtenido: 60X* - 12X3+ 24X? -4X + 5 


22 Derivada: 60 4X? - 12*3X?+ 24*2X - 4. > 240X? - 36X?+ 48X - 4. 


INTRODUCCIÓN A LAS INTEGRALES 


Vamos a dar una definición ortodoxa y luego ya lo 
traduciremos a un castellano asequible para todos los 
públicos: 


“El cálculo integral, encuadrado en el cálculo infinitesimal, 
es una rama de las matemáticas en el proceso de 

integración o antiderivación. Es muy común en la ¡ 
y en la ciencia; se utiliza principalmente para el 


tema y, ya nos empieza a sonar a Chi 
todos modos, ya nos da una prime 


S 
habla de antiderivación. Luego vol os a este punto. 
De momento quédate con la is derivada e 


integral son imágenes esp 


Una Integral, dicho a lo br in anestesia ni nada, es 
una herramienta matem e nos sirve para calcular el 


Observa que en este dibujo aparecen dos 
representaciones gráficas: 


La de arriba se llama F(x) y representa una 
serie de 5 puntos. Para obtener esos puntos 
usamos DERIVADAS. 


== 


La de abajo se llama f(x) y representa una 
figura geométrica cuyo lado superior es 
justamente la unión de los 5 puntos de la 
figura superior. La zona de color rosa es el 
área comprendida entre la línea de puntos y 
los ejes f(x) y x. Para calcular esa área 
usaremos INTEGRALES. 


En resumen: La DERIVADA es respecto de un 
punto, mientras que la INTEGRAL lo es 


f(x) 
respecto de un área. 
N 


Autor: Kubrikov. Instituto Conjunto de Altas Te raturas 
Rusia. Tomado de Wikipedia. 


X 
XxX 


a Academia de Ciencias de 


¿Y esto para qué narices sirve: 


Cuando queremos ca rea de una superficie 
geométrica cuyo n siempre una recta, disponemos 


Acto seguido ( jo un recorte de un PDF creado por el 
Gobier narias sobre Fórmulas de áreas y perímetros 
de fi étricas planas. 


C ver, los cálculos son puramente aritméticos y 
má es que la electrónica de un botijo: 


A 
y 


z 


Foto: Evocalo.com 


CUADRADO RECTÁNGULO TRIÁNGULO 


JOA 


A=Pp A=b-a A= 


P=41 P=2(a+b) P=a+b+e 


ROMBO ROMBOIDE TRAPECIO Ñ 
» 


Y 17 2D 


mi 


A= 


Fuente: Recursos pedagógicos en línea alada 


El problema es que e as son inútiles para calcular 
el área de una fi étrica, en la que uno de sus 
extremos descri curva. Pongamos un ejemplo: 
Imagina que s na empresa constructora y tenemos 
dos clientes q piden que les construyamos una 
piscina. 


El clie 'Oos pide la típica piscina rectangular de 5 

m largo por 4 de ancho y 2 metros de profundidad. 
Su superficie es de 5 * 4 = 20 metros cuadrados y su 
capacidad es de 5 * 4 * 2= 40 metros cúbicos?” de agua. 


Hasta aquí, todo bien. 


17 Un metro cúbico equivale a 1.000 litros. Por lo que estamos hablando de 40.000 litros de agua. 


El cliente B es el amigo Sergio Pelines Sarmiento Martín, 
forofo de la música rock y nos pide que la piscina tenga la 
forma de su guitarra eléctrica favorita. 


Autor: El amig 
eléctrico. 


Si integrales, calcular el área y volumen de agua de 
tan extravagante piscina sería una pesadilla imposible de 
realizar. Como podéis apreciar, una guitarra eléctrica no 
tiene de recto nada más que el mástil. Por todas las curvas 
que tiene, las integrales son imprescindibles. 


Ahora retomamos la famosa antiderivación. Al ser como 
una imagen especular, su mecánica va al revés de lo que 
hemos hecho para derivar. Pongamos una tabla y 
expliquémoslo mejor: 


Función 


pd y? yA y? 3x4 8x3 3x8 
qn 

Derivada: 

El exponente 2X 4.x? 9x8 12x? 24x? 24x7 


es n-1 


p 
Integral / | X x? X 3x? 8 NS 
Antiderivada: | — | — | —=— || ——— 
315 10 5 Ku 9 
El exponente a 


es n+1 


“e puede. | NO | NO NO, NO. | al .9 
simplificar? X) 2ZX X 
¿RI 

lb 


Fuente: Elaboración propia, re datos extraídos del Canal “El Profe”, Introducción 
a las Derivadas. 


Así pues, mi SY la derivada bajábamos el 
exponente en la integral, el exponente lo subimos 
en un 1 3s, lo dividimos todo por el mismo 

ente: 


e Veamos un ejemplo sacado de la 
n+1 


tabla; 


an+1 


x? » aa 
n+1 3 


Caso que la función tenga un número delante, lo dejamos 
tal y como está, e integramos. A modo de ejemplo: 


3x? 


3x? con lo que su integral será 


5 


Y ahora, sin anestesia ni nada, con dos cohones, nos 


tiramos a la piscina: ON 


(1 + 5x% + 3x Xx 


3x) no tienen ningún secreto. Simplemente, 


n+1 


os aplicado y nos quedamos tan panchos. 


2. A la integral de cualquier número sólo, se le agrega 
una x, por eso al integrar, el 2 lo hemos convertido en 
2x. (Recuerda que cuando derivábamos, la derivada 
de 2x era igual a 2). 


3. Una integral indefinida*? como esta, siempre se acaba 
añadiendo una C o una K al final, que simbolizan una 
CONSTANTE. 

Y” Recuerda que, cuando derivábamos, la derivada 
de un número solo era igual a O. 
Y” Ponemos la C o la K, porque al ser una integral 


no definida, no tenemos forma alguna de 

determinar (=saber) cuál era ese númer NS 
Vamos a hacer una ruta completa que nos va a desde 
una función inicial, para luego hacerle su de y luego, 
a partir de ésta, obtener su integral. 


A partir de una función, primero la derivaremos y luego, 
agarramos la derivada y le haremo integral: 


SMN 


Al derivarl Y : 2F4x +5» y'= 8Xx +5 
Y ÉS a hacer su Integral: 


[ex + 5) dx 


y=*E+5x+0 » 4x2%2+5x+c 


LS suele producir un valor; a diferencia de una integral indefinida, que produce una 


INTEGRALES DEFINIDAS 
¿Qué es cada cosa en una integral definida? 


Una integral definida está compuesta por 5 elementos: 
b 
/ f(x) dx 
1. La integral definida se representa por Ja 


2, / es el signo de integración. 

3. a es el límite inferior de la integración. 
4. b es el límite superior de la integración. 
s. (XX) es el integrando o función a integrar. 


6. AX es diferencial de x, e indica cuál es la variable de 


la función que se integra. 


¿ral definida, paso a paso. 


NS 
Sea JS 
1 
nas peraciones matemáticas son las mismas que 


p 
en integrales indefinidas, es decir, primero buscamos la 
antiderivada de la función: El exponente lo subimos en un 1 


y, además, lo dividimos todo por el mismo exponente: 


Haciendo una in 


qn+l 


n+1 


O Sea. 


Paso 2: Ahora vamos a integrar aplicando los límites de la 
integración, lo que en cristiano quiere decir que tenemos 
que substituir la x, primero por el límite superior y luego 
por el límite inferior. No lo digo yo, sino el Teorema 
Fundamental del Cálculo. 


bh 


= Foo) - FW) 
a 


QQ 
Así que vamos a substituir Sra de la integral 
así: 


y Operamos. La cosa va 


7 


3 


Y e así, como resultado final, puesto que no lo 
po reducir, y si dividimos 7 entre 3 No nos da un 
7 


número entero. E =21333333)% 


CONTENIDO 


TA INTEGRAL 
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XXIV 


¿HAY ALGUNA RECETA PARA HACER LOS EJERCICIOS DE MATES? 


Pues la más básica es el proceso L.E.D.O.C 
LEER. 

ENTENDER. 

DESCUBRIR. 

OPERAR. 


p 
COMPROBAR. ON 


Obviamente, cuando cojas práctica pasarás directamen =ntender 
a Operar, pero como proceso de estratégia de pensami para 
empezar a resolver problemas de matemáticas, n zCO otro 
mejor. 


La estratégia de pensamiento para re n problema matemático, 
mediante el proceso . pasa por ¡ cuatro pasos: 
piden que averiguem 


t ra Entender qué nos 
¡ ita) y qué elementos 
nos dan (datos). 


2. Descubrir qué áreas as matemáticas debemos usar 
para hallar la resp t 


1. Leer el problema detenid 


es matemáticas correspondientes. 


O) 
er 
y 
o 
$ 
y 
me 
3 
0 
== 
O 
oa 
0 
UN 
o 
0 
y 
o 
2 
le) 
y 
< 
3 
0 
(=] 
O 


"Ere er comprador de una parcela de terreno urbanizable, con 
rectángulo, que tiene 30 metros de largo y 22 metros de 
ancho. El Ayuntamiento te exige que marques ese terreno usando 
una valla. Hablas con un constructor y te dice que te va a cobrar el 
metro de valla a 25€ + I1.V.A. 


Calcula cuánto te va a costar construir esa valla, sabiendo que el tipo 
de I1.V.A. a aplicar es del 21%” 


1. Leer el problema detenidamente para Entender qué nos 
piden que averiguemos y qué datos nos dan. 


Nos piden que averiguemos el coste de vallar nuestra parcela. A éste 
elemento le llamaremos incógnita. 


Como datos nos dan las dimensiones del terreno, nos dicen que tiene 
forma de rectángulo y por último, cuánto cuesta el metro de valla 
construido. 


Esta fase es crucial. No importa si tienes que leer el problema tres 
veces seguidas (o las que haga falta). Antes de ponerte a operar, 
asegúrate de haber entendido qué datos te están dándo y es la 
incognita que debes averiguar. 


2. Descubrir qué áreas de las matemáti d s usar 
para hallar la respuesta. 


Tenemos tres datos en forma de números naturales (largo, ancho y 
precio), por lo que recurriremos a la ari nética y nos dicen que es un 
rectángulo, por lo que también es un a de geometría. Dentro de 
la geometría, se trata del períme ángulo, que es la suma 
de todos los lados del mismo emos deducirlo de dos 


r 
maneras diferentes: o sum tro lados o hacemos servir la 
formula correspondiente rl de un rectángulo. 

3. 


Cc 
t 


ciones matemáticas correspondientes. 


a vallar sumando los cuatro lados, es decir, 


lee como 


MATEMÁTICAS RESUMEN DE FÓRMULAS DE ÁREAS Y 
PERÍMETROS DE FIGURAS PLANAS 


CUADRADO RECTÁNGULO X TRIÁNGULO 
Ml | | 
b ÍN 
b 
a 
4=P A=b-a 4 
P=41 P=2(a+b) P=a+b+c 
AS 
P =2(a+b) y aplicando > 2 (30+22) > 2 (52) etros. 


Finalmente, multiplicamos los 104 metros por los 25€ que cuesta el 
metro de valla y obtenemos que 


104 metros x 25€ = 2.600€ 


a la parte impositiva. Es un tema 


Pero aún nos queda por A 
que podemos resolv e tres maneras diferentes: 


Precio Porcentaje 
| .600€ 100 
X 21 
2.600 x 21 
X===— = 546€ 
100 


Ojo al Cristo, que es de plata. 546€ es lo que nos cobran de I1.V.A. 
Si nos piden sólo eso, ya hemos terminado. 


Pero si volvemos al enunciado, decía: 


(...) "Calcula cuánto te va a costar construir esa valla, sabiendo que el 
tipo de I1.V.A. a aplicar es del 21%” 


Por lo que al precio sin I1.V.A. que son 2.600€, toca añadirle lo que 
hemos calculado, que son 546€. Así pues, lo que tenemos que hacer 
es sumar ambas cantidades: 1 


2.600€ + 546€ = DN 


Ya lo tenemos, pero no te cierres mentalmente e a que aún 
nos quedan otros dos métodos. 


Método 2: Mediante una Regla de Tres c ado global. 


Como nos piden cuánto es el preci l, emos que al 100% de lo 

calculado (2.600€) hay que e o de 1.V.A. por lo que, en 

realidad, visto en términos de porce e total, nos interesa conocer 
600€. 


cuánto dinero es el 121% de También lo podemos resolver 
mediante otra AS 


Precio en € Porcentaje 


ES 100 
QS x=2000x 121 _ 3.146€ 


100 


Método 3: Mediante el cálculo de porcentajes en via directa. 


Recuerda lo que vimos al respecto. 


PORCENTAJES — MÉTODO DIRECTO 


Si quiero calcular el 25% 0,25 


Si quiero calcular el 30% -0,30 


Si quiero aumentar un 25% 125 


Si quiero aumentar un 30%  -130 ! 


Si quiero disminuirun 25%  -0,75 


Si quiero disminuir un 30% .0,70 Y 


Este tercer método es el que más me gusta, por lo sencillo y rápido 


que es. 
Si quiero aumentar un 21%, todo lo que tengo que hacer es 
multiplicar el importe sin 1.V.A. ( or 1,21 y ya lo tengo: 


Mediante |EMfJeffe]: El resultado es razonablemente correcto porque, 
si hubiésemos vallado 100 metros nos hubiese costado 2.500€. Como 
lo obtenido es ligeramente superior, debe ser correcto. Observa que 
sólo comprobamos la parte principal, para facilitar y agilizar las 
operaciones. 


Mediante Bperaciones complementarias: 100 metros serían 2.500€ y 


4 metros son 25x4€= 100€ por lo que si sumamos 100 + 4 metros 
son 2.500€ + 100€, y salen los 2.600€ que hemos obtenido antes. 


Podemos estar tranquilos/as ya que el resultado es correcto, puesto 
que hemos llegado a él por dos lineas de razonamiento y de 
operación diferentes. 


2 Ts Ss 


CONSEJOS PARA DEAMBULAR CON ÉXITO POR EL PLANETA DE LAS 
MATEMATICAS. 


Albert Einstein dijo una vez: "Todo el mundo es un genio. Pero si 
juzgas a un pez por su habilidad para trepar a un árbol, vivirá 
toda su vida creyendo que es un inútil”. 


Y” Echa mano de YouTube, que para eso está. Te dejo los enlaces 
a 8 profesores YouTubers que explican muy bien. Si no te 
gustan o no te sirven, no pasa nada. Sigue buscan 


alguno/a encontrarás que te haga asequible las mat 


Y” Cuida tu autoestima: Tener un fracaso NO sig e seas 
un/a fracasado/a. Las mates serán, en gr que tu 
decidas que sean. NO 

yv Ármate de Paciencia: Es normal enderlo todo a la 
primera, a la segunda o a la que sea. Persevera hasta que lo 
entiendas. 

Y” Evita compararte o ren con otro/a. Es injusto. 
Cada persona tiene su e aprendizaje, o necesita que le 


expliquen las cosas un anera determinada. 


Y o que te resulten asequibles. Hay tantas 
matemáticas como profesores y libros. 
Y o. No hay mejor escuela que hacer muchos 


or eso asegúrate de comprar libros que lleven el 
io, bien al pie de cada ejercicio, en las últimas 
as del libro o en un librito aparte. 


Y” No pases ninguna vergúenza o sientas miedo de reconocer que 
necesitas ayuda particular y personalizada. Las clases 
particulares son la mejor solución cuando suele fallar todo lo 
demás. En Internet hay varias plataformas que se dedican a 
contactar a profesores y alumnos. A su vez, muchos de esos 
profesores pueden dar clases presenciales (Si da la casualidad 
que ambos vivis en la misma localidad) o en formato Online. 
También queda el socorrido recurso de fijarte en los carteles 
que se suelen colgar en panaderías o tiendas de tu barrio, que 


han sido el vector tradicional que se ha usado para publicitar las 
clases particulares. 
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LISTADO DE PROFESORES YOUTUBERS CONSULTADOS EN ESTE 
ARTÍCULO: 


+. Bruno Bernal. Canal de YouTube donde encontrarás la teoría, 
explicada de una forma muy sencilla, de temas de 
matemáticas, como Ecuaciones, Potencias, Derivadas e 
Integrales. Su titular es Bruno Bernal, licenciado en Psicología 
con la especialidad de Educación, Ingeniero de Edificación y 
Arquitecto Técnico. 1 
https://www.youtube.com/playlist?list=PLwkJeiatsbfZ 1plQSW 


uGcJzk3kKBc6u 


. Matemáticas profe Alex. Su titular es Alexan ómez, 


e El Profe. Su titular es Braulio Men rofesor de Calculo 
diferencial e integral, matemáti uperiores, ecuaciones 
diferenciales, física modern idad y estadística. 


de Capacitación 


rofesori0demates. Su titular es Sergio Castro, un ingeniero 
e o industrial por la Universidad de León (España), y que 
cuenta con el Grado Superior de Ingeniería Mecánica por la 
UNED. Profesor de Matemáticas, Física y Química desde hace 15 
años y apasionado del vibrante mundo de las ciencias. Si 
buscas un profesor polifacético que te enseñe Matemáticas, 
Física y Química, te aconsejo a este hombre simpático y 
cariñoso, se ha ganado su éxito en YouTube por derecho propio. 
https://www.youtube.com rofesor10demates 


+ Blue Dot. Paulo César Churata Huamaní es un físico peruano 
que enseña Matemáticas y Física mediante animaciones 
realizadas en Python, un programa de animaciones que le 
imprime una forma novedosa y muy didáctica. 
https://www.youtube.com/OBlueDot96 


e El Traductor de Ingeniería. Damían Pedraza es un ingeniero 
electrónico argentino. Sus clases son muy socráticas, en el 
sentido que desea que quien visita su canal, aprenda a pensar. 


Su estilo es muy personal, pero aún así, muy recome ble. 
https://www.youtube.com/Oeltraductor_ok 


e Píldoras Matemáticas. Francisco Gil Recio ofesor 
madrileño que ha creado este canal, medi niosa idea 
de dividir los temas en Listas de reproducció contiene un 
numero variable de cortos vídeos, uno inutos o menos 


de duración. 


https://www.youtube.com ¡ldorasma aticas9582 


Para conocimientos sobre Físi imica, os aconsejo al 
inteligentísimo y excelen ivulgador Alberto Romaña y su canal 
HRom 

Este joven ingenier Castro Urdiales, Cantábria, España ha sido 


objeto de una s ña de desprestigio por motivos políticos y 


ciencia. Si él sido profesor mío, yo hubiese aprendido 
Química 


LOS APUNTES, LA CLAVE PARA ENTENDER, ESTUDIAR E 
INTERIORIZAR. 


Saber tomar apuntes en clase, así como tener organizados los tuyos 
es imprescindible. Te aconsejo que pongas en tu buscador en internet 
la frase apuntes de matemáticas y eches un vistazo a los vídeos que 
aparecen. 


Hay muchas maneras de tormarlos, así que invierte tiempo en 

encontrar aquel sistema que te los haga cómodos y asequibles. Para 
simplificar tu búsqueda, te aconsejo a la inteligentísima Yo 
Mexicana, Thelma Clatza, que tiene un video interesantís mo, 
que explica y compara diferentes métodos de tomar a 


Se titula: "8 maneras de tomar apuntes que todo e 
conocer / cornell, boxing, outline y más”, Su en 
https://www.youtube.com/watch?v=V-BpvN 


LA GRAN PREGUNTA AS 


Vamos a suponer que so ona normalita, y que no tengo 
ninguna profesión técnica que me exija tener un nivel alto de 
Matemáticas, es de no preciso, por ejemplo, conocer el 

O 


4 


Análisis Matem palma de mi mano. 


Y 


preciso saber en mi vida cotidiana? 


quel Albertí Palmer (profesor del Máster 

iversitario de Didáctica de las Matemáticas en Barcelona y 
catedrático de Matemáticas en el INS Vallés de Sabadell) en su obra 
Las matemáticas de la vida cotidiana: LA REALIDAD COMO 
RECURSO DE APRENDIZAJE Y LAS MATEMÁTICAS COMO 
MEDIO DE COMPRENSIÓN: 


“La Competencia matemática vital es más una cuestión de actitud 
más que de contenido. 


En cuanto a los contenidos, una persona se  desenvolverá 
cómodamente en la vida cotidiana si es capaz de realizar estas 12 
habilidades relacionadas con las Matemáticas: 


1) Calcular con y sin calculadora y realizar estimaciones razonadas 
de cálculos. 

2) Usar la calculadora a nivel elemental. 

3) Usar con comodidad expresiones numéricas equivalentes 
(decimal, fracción, porcentaje). 

4) Usar correctamente instrumentos de medida (regla, balanza, 
reloj, termómetro). 

5) Identificar y crear patrones de formación de sucesiones 
figurativas y numéricas. 

6) Establecer relaciones de cambio entre variables y S 
gráficamente, ya sean de origen algebraico (lineal áticas) 
o experimental (edad-estatura, masa-importe... 

7) Distinguir y nombrar correctamente curvas, fi 
elementales: segmento, recta, cónicas, cuadr 
polígonos, poliedros y cuerpos circulares. 

8) Calcular perímetros, áreas y volúm de ras y sólidos 
sencillos. 

9) Modelizar matemáticamente para 
figuras geométricas y expres aicas sencillas. 

10) Relacionar y distinguir fi Ss orma y orientación 


espacial o simetría. 
11) Usar decimales, fra orcentajes para medir la 
incertidumbre. 
SC 


12) Contar y determinar cterísticas de una población (moda 
y media aritmética).” 
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s, triángulos, 
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Y aquí te queña guia. 


Esper 
supera 


a sido de utilidad, con mis mejores deseos de 


Bar oviembre de 2023 - noviembre de 2024. 


